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第 一 部 分 微分 流 形 
第 一 章 ”多 元 微 积分 


31.1 同 量 空间 


1.1.1 向 最 空间 和 它 的 对 偶 空间 

1 问 量 空间 

实数 域 R 上 的 向 量 空间 是 一 个 集合 下， 其 中 定义 了 运算 ， 

加 法 ， VXV 一 V(x,y)tr7X 二 3, VX, EV 

数 乘 ， RxXV>V， (a, x)rax, VY dER, x*EV 它 们 
满足 以 下 公理 ， : 

(1 ) 人 矿 对 于 加 法 构成 一 个 交换 群 ， 

(2) 对 于 Y a, bER, xXEV, (ab) *% =a(bx), 

(3) 对 于 Va, bER, XEV, (at+b)*=axt+b%; 

(4) 对 于 VY aER, xX, EV, ao(x%+y)=axtay 

(5) 对 于 YXxXEV, 1.xX=x, 0:.:x=(. 
VV 中 的 元 素 称 为 向 量 。 对 于 VY XE 让 ， 它 的 道 元 素 是 (一 站 xX 二 
一 %， 我 们 还 定义 扩 中 的 减法 为 X 一 了 一 % 十 (一 2 了) 一 % 十 
(—1).y， 

实例 

(1) 三 =4 维 数 空间 R= {xX ,…', x”)，%'ER} 在 其 中 我 
们 分 别 定 义 加 法 和 数 乘 法 为 ， 

设 %*=(X XX) 3 一 (yp 

X 二》 二 (Xt! 十 Yl, X" 十 y”) 
对 于 Ya RR, ax=(ax, ,UX ) 


容易 证 明 ， 公 理 (1)~(5 ) 成 立 ， 

(2) 设 4 是 一 集合 ， 民 是 一 向 量 空 间 ， 

S 一 人 “一 人 观 射 了 , 4 一 你 》 

对 于 YW hER，f、9 人 所 XX4， 我 们 定义 六 “中 的 加 法 和 和 数 乘 如 下 ， 
(f+9)(a)= f(a)+9(a), Vad 
(kf)(a)=R:f(a), Vo 

则 AX“ 是 一 个 向 量 空间 . 

设 广 是 一 向 量 空间 , 让 的 子 集 TCTV 称 为 的 向 是 子 空间 ,如 
果 对 于 YXx,》 人 ET 和 4 人 R， 我 们 有 ; Xx 十》 全 了 和 ax 生 7， 

2. 线性 上 映射 

设 4 和 8B 是 两 个 集合 ， 映 射 f A->B 称 为 一 一 的， 如 果 
fo)= f(b) 字 a = 6b, 对 于 YY a、b 全 4， 称 为 在 上 的 ， 如 果 
对 于 Wb 忆 B， 存 在 a 妃 A 使 得 f (4)= bb。 一 一 映射 又 称 为 内 
射 ， 如 果 一 个 映射 既是 一 一 的 ， 又 是 在 上 的 ， 则 称 为 双 内 入. 

设 六 和 全 是 两 个 向 量 空间 、， 映 射 1 ;一 了 称 为 同 态 , 如 果 对 
于 YXx,》EW ,4aER， 满 足 

f(x+y)=f(x)+ f(y) 
f (ax)=af(x) 

同 态 上 映射 又 称 为 线性 映射. 

Kerf = 二 4xXEV，f (x) 一 0) 称 为 线性 肌 射 f 的 核 ; Tm 了 = 
{f(x)，XxEEV) 称 为 的 轨 。 容 易 证 明 ，Ker ff 和 ]m ff 分 曾 是 
广 和 了 的 向 量子 空间 ， 下 面 的 命题 是 显然 的 

命题 1 线性 映射 /: 广 一 了 人 是 一 一 的 ， 当 是 仅 当 Ker f =0; 
是 在 上 的 当 且 仅 当 IJjm = 了， 是 同 构 的 当 且 仅 当 Kerf= 二 0 并 
lm/f =7. 

3， 基 和 维 数 

设 太 是 一 问 量 空 间 ， 4 是 瑚 的 子 集 ， 如 果 对 于 4 中 任何 有 限 
集 x， “Xn, 有 

62X 十 十 Goxo 一 0 qiER 


之 0 一 0 一 … 一 0 一 (0 

则 称 4 为 线性 无 关 的 ， 

如 果 乒 中 存在 线性 无 关 集 {el1,…es} ， 使 得 对 于 VY xx 开矿 ,可 
以 找到 一 组 实数 ta1,…a,} 

X 一 QI 十 … 十 Gr2r 

则 称 回 量 空间 矿 具 有 有 限 维 数 4 ， 并 且 集 (e …，,e*) 称 为 的 一 
组 基 。 数 组 to， …， a,) 称 为 问 量 x 关于 基 4e,,…, es 的 坐标 ， 

命题 2 如果 扩 是 有 限 维 的 ， 则 大 的 每 一 组 基 中 的 元 素 的 个 
数 是 相同 的 。 

证 明 ， 设 {e1,…', es} 是 矿 的 一 组 基 ，4f1，…, fo,…, fx) 是 
的 为 一 组 基 。 由 于 


f;= 2 Qi (i=1, 2 ， 7 ) 


了 = 1 
则 4f1,…, fm 线性 相关 ， 与 基 的 定义 矛盾 ， 所 以 四 一 下 。| 
以 下 我 们 将 只 考虑 有 限 维 癌 量 空间 。 设 是 7% 维 癌 量 空间 ， 
固定 这 中 一 组 基 {e1,…, en， 对 于 YY XW， 它 可 以 表示 成 
YX 一 0161 十 … 十 Gogo 
这 种 表示 法 是 唯一 的 ， 央 为 如 果 男 有 
X 一 biel 一 … 十 Doer 
则 有 《ai 一 0)ei 十 …++(o 一 0)es 二 05 文 因 为 4e1,…, ew 是 线性 
无 关 的 ， 所 以 9 二 01,…, 9, 二 b,。 因 此 ， 给 出 # 维 癌 量 空间 广 的 
一 组 基 {e，…ey， 对 于 Y x 和 所 三 ， 它 对 应 于 唯一 一 组 有 序 实数 ， 
即 x 的 坐标 〈o … ao)， 向 量 的 坐标 表示 定义 了 喘 吉 
Pp, VR”, xr>(a, ,0,) 


容易 证 明 ， 这 是 向 量 空间 广 和 4 的 则 构 。 于 是 我 们 得 到 
命题 3 ”任何 % 维 向 量 空间 人 同 构 于 1# 维 数 空间 A 。 
4. 癌 量 空间 的 对 侦 空 间 
设 广 是 + 维 向 量 空间 , 线性 映射 站 ,VV->R 又 称 为 线性 浮 数 ， 
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汰 虑 广 上 全 体 线 性 国 数 的 集合 
六 一 (人 ,VV 一 Rif 是 线性 函数 ) 

在 其 中 定义 加 法 和 数 乘 如 下 ， 给 出 线性 函数 厂 , 9 : 三 一 丸 ， 定 义 
(f -9)(x)=f (x)+9(xX), VXEV 
(a.f)(x)=a.f (xX) VxXEV,aER 

则 “也 是 一 向 量 空间 ， 称 为 向 量 空间 上 的 对 偶 空间 。 

命题 4 dimV "=dimV=? 
证 有 明 ， 设 人 广 的 一 组 林 是 {el,…', es}， 定 义 上 映射 9， -> 

DC) 一 (Je f (es)) 

PC 十 9)=(( +9)(e),, (f +g)(eo)) 
=(f (e),*, f (es)) t+ (9 (el)，…，9 (en)) 
plaf)=(a: f (el),*, a f (e,)) 
=a.(f (e,),*…, f (e,)) 
再 证 明 这 个 映射 是 双 内 射 。 任 给 (a1,…,0,)ER"， 定 义 股 射 f， 
厂 一 尺 为 ， 了 (e) 一 ap (ez) 二 0, 妈 可， 命题 证 毕 ,| 
给 出 上 的 一 组 基 《te ev， 考虑 三 的 一 组 基 {ei,…,e?), 定 
义 为 
er(e;)=6;, (17 一 1，2，…， 7) 
容易 证 明 (eY,…, es) 是 线性 无 关 的 ， 它 们 称 为 广 中 {el,…, ew}) 的 
对 偶 基 . 
命题 5 三 =(G) 自然 同 构 于 三 。 
证 明 ， 定 义 映 尉 ?， 信 一” 如下， 任 给 X 蕊 让， 定义 
P(X) )=x (Xx) 对 于 YX GE 
先 证 阴 9 是 线性 上 映射。 对 于 Vx, y》EEV 和 a 全 RR， 
P(X+Y)X)=x (Xt )=xX(X)+x"(y) 
= (xX)(x")+P YX ) 
=(P( x)+P(Y)) (x") 
pl(a. XX)=x"(ax)= a'x (XxX)=a9p( x) (x’) 


= (ap( x )) (x") 
再 证 明 2 是 一 一 的 ， 即 Ker2= 一 0 。 设 xx 三 KerP， 则 
PXINX)=0, VXAEV D(X)=0, VxEV" 
。。 Xi 一 有 
最 后 证 明 9 是 在 上 的 。 设 ie, es 是 大 的 一 组 基 ， ef, …,e 妇 是 
上 中 的 对 偶 基 ， 任 给 x 拓 广 ”， 命 Ge 拉 =a， 取 工 一 aiei 十 …… 十 
dpsE 矿 ， 对 于 Vx EV"， 设 X ”=X,E* 二 二 XE 
MX (YX) 一 aiX (el) 十 … 十 Gox* (en) 
一 QIX 十 … 十 GoXo 
XKCX” )=XX(er) 二 .二 XX (et) 
一 XI 十 … 十 XeG， 
也 以 x《xX ) 一 XXX )， 因 此 PCx ) 一 zx。 命 题 证 毕 。| 
1.1.2 向 重 空 间 的 张 量 积 
1， 向 量 空间 的 张 量 积 
设 n 维 向 量 空间 人 矿 ， 以 te1,…, Ew) 为 基 ，m 维 向 量 空间 WV， 
以 (ff,…, jm) 为 基 。 现 以 mn 个 元 素 {ef = 1,…， 014 7 = 
1,，…, WV 为 基 ， 通 过 线性 组 合 构 成 向 量 空间 ， 记 成 六 人 @ 歼 ,其 中 
的 加 法 运算 即 是 使 分 量 对 应 相 加 ， 数 乘 运算 即 是 分 别 乘 以 每 个 分 
基 。 显然 这 是 rz 维 回 量 空 间 ， 而 且 有 上 自然 同 构 矿 多 矿 兰 人 ”。 


对 于 任何 向 量 0 = > veEVF 和 w= 2》) wjfj 忆 所 ， 定 
= j=1 


义 它 们 的 张 量 积 为 
V CO W = 2 ywerOf ;EV OW 
1, J 


因此 ， 我 们 也 把 向 量 空 间 矿 @ 矿 称 为 向 量 空间 广 和 闵 的 张 量 积 。 
2. (7，8 ) 型 张 量 
给 出 ?2 维 向 量 空间 矿 ，{e1,…, ew) 是 矿 的 一 组 基 ， 太 是 矿 的 
对 偶 空 间 ， 它 有 对 偶 基 《et …，,ez》。 考 谍 张 量 积 


三 : 一 VO*DV OV OCV" 
r 个 s 个 
它 是 一 个 4 ” 维 向 量 空间 ， 并 有 一 组 基底 
{ei1 ,0 "Ce Coe ,Cer } 


其 中 11， ”9 Lr, J “9 ) ,一 1 如 
对 于 任何 元 素 了 所 广 :， 它 可 以 表示 成 
1 一 2 了 ry ee Ve! Oe 
,=1 
特别 地 


Vi=V, Vi=V" 
我 们 把 ;中 的 元 素 称 为 r 阶 逆 变 、s 阶 协 变 张 量 ， 漳 称 (r，s) 型 
张 症 。 注 中 元 素 称 为 逆 变 问 量 ， “中 的 元 素 称 为 协 变 向 量 ， 

广 * 的 元 素 是 线性 映 射 政 一 怀 ， 洲 的 元 素 可 羞 成 线性 映 庙 
VV“ 一 RR， 类 似 地 ， 了 ;的 元 素 可 以 看 成 多 线性 上映 冉 。 设 TEV，， 
则 映射 

T, Vx XV "xV XxXV RR 
人 
定义 为 


了 (Ui, 机 Yr, ts **', ww;) 


1 
' ~ 
,TH en C00) rer, C09) er Cw) 0 (wi) 


,7}=1 
它 显然 是 多 线性 的 ， 特 别 地 
Ty 一 人 (@2,, “", Ei ， Cys 9 ey.) 


如 果 另 取 矿 的 一 组 基 { 方 ， pp 在 六 "中 有 对 候 基 {fi1,…， 
路 ， 则 有 大 变换 公式 


| 
-人 
1 一 》 | Qi€é;, 


}= 1 


Ye, 
"I: 
| | 

~ 

NY 

* 

| 

ht 

和- 


.3 


其 中 (243) = (gf)"。 设 


T= 2 TB LDO-B 
[|=1 


R ， 
则 
1 = 了 (WA ”9 ft, fi,， “9 fi.) 
is 
i 
:rx ov “bb 2 a 1 "ai 7 (e3 ， "9 es, E11 “9 ej,) 
1:»,» 1}=1 
于 年 我 们 得 到 张 量 的 分 量 的 坐标 变换 公式 
1 
TI 
i。 1= 1 : 


特别 地 ， 设 v2EVF，wEV",， 命 


0 一 01ei 一 Dv fs 
ft k 

w= YI we = 2 uif’ 
/ | 


则 有 道 变 向 量 和 协 变 向 量 的 分 量 的 坐标 变换 公式 
17 “一 D1 bfv’, Wi 一 Djafw, 
; i 


3， 向 量 空间 L(E, FF) 

设 包 和 所 分 别 是 维和 * 维 的 向 量 空间 ， 全 体 线性 映射 ， 
一 所 构成 的 集合 记 成 L(E, FF)， 在 其 中 引进 加 法 和 数 乘 如 
下 设 f,9;EE 一 下 是 线性 映射 ， 定 义 / 

(f+9)(x)= f(x)+9(X), VXEE 
(a:.f)(x)=a:f(x), Vx*EFE, aER 
则 工 (EE, 让 ) 是 一 向 量 空 间 。 命 E "是 玉 的 对 偶 空 间 ， 则 有 同 构 
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关系 
L(E, F)~E ©F 
证 明 ， 设 丘 的 一 组 基 是 《81 ***, C»}, Ek“ 中 的 对 侦 基 是 {el,…， 
6 起 ， 下 中 一 组 基 是 (f,,…, fw}， 任 给 线性 映射 上 ， 巨 一 下 ， 命 


f (e) = 2») asfp (i = 1 ), 设 /= 》， aiet fi E 
j = 1 i, j=1 
"WF， 则 9，。，ff/ 是 L(E,F) 到 上 "的 下 的 同 构 。 
因此 LL(E,F)=E “OF 是 ms 维 向 量 空间 ， 它 的 一 组 基 是 
teyeoj i= 1, j= 1,.…,m)., 
1.1.3 欧 民 空间 和 范 数 
1， 欧 氏 空间 
设 E 是 5 维 癌 量 空间 ， 定 义 双 线 性 函数 P99，E x Ek， 
Plaxit+bx,, yy ) 一 0D(Xi， »)+oP(x,, >) 
P(x,aytby) =ap( x,y) + x, y) 
其 中 4 ,bER，X,X, X32 》, yi》: 己 上 。 如 果 这 个 双 线性 函数 
是 对 称 和 正定 的 ， 即 
(X,Y )=9(,x) 
p(x, x) 之 0, 而且 P(X, x)= 0 当 且 仅 当 x =0, 则 PCx, y) 
称 为 向量 x 和 2》 的 内 积 ， 记 成 (x, 3 ) 或 x .yy》， 定 义 了 内 积 的 向 
量 空间 称 为 欧 民 空间 . 
实例 ，? 维 数 空间 KR" 是 欧 氏 空间 ， 其 中 可 以 定 义 欧 氏 内 积 
如 下 ， 
设 X 一 (XXX )， 了 一 (7 )， 定 义 
X.Y =X yi 二 二 XYy" 
命题 6 (Schwarz 不 等 式 ) ”对 于 欧 拓 空间 巨 中 任意 向 量 % 
和 > 了 了， 我 们 有 不 等 式 
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0 委 (xX 一 ay X—ay)=(xX, xX)—2a(xX,))+a(y, ») 


如 果 y 二 0, 则 不 等 式 显然 成 立 ; 如 果 y 关 0, 命 a=V (x,*)/(y, 分， 
则 不 等 式 也 成 立 。| 

附 记 ， 要 使 Schwarz 不 等 式 中 等 号 成 立 ， 必 须 有 =aox 或 
x 一 Dy。 

欧 氏 空间 EE 中 两 向 量 x 和 称 为 正 交 的 ， 如 果 x :y=0。 FE 
的 子 集 4 称 为 标准 正 交 的 ， 如 果 对 于 VY XA，Xx-: x 三 1， 对 于 
YYxw,JyE4，x 关 y，x:y= 一 0， 即 4 中 不 同 的 向 量 是 正 
交 的 。 

命题 7 + 维 欧 氏 空 间 中 有 标准 正 交 基 。 

证 明 ， 巨 中 存在 一 组 基 {f,,…, f.}。 首 先 取 


e=f/v (Ff,f) 
然后 用 归纳 法 ， 假 定 在 {( 访 …… /所 张 的 五 的 子 空 间 中 标准 正 交 
基 {e1,，…,ex? 已 作 好 ，. 即 
eer=6, (1, = 1,',h) 
命 


: k 
yru=fru— 2) (fr ei)e 


1 = 1 
则 yx 分 别 与 c,， …, Bk 下 交 ， 然后 命 
et = Var/Y Cyers ye 。|| 
两 个 殉 氏 空间 已 和 书 称 为 周 构 的 ， 如 有 果 存 在 向量 空间 同 构 
P, E>F 
它 保持 内 积 不 变 ， 即 对 于 Vx, YEE, 9(xX):9(y)= X.Y》。 
命题 8 ”两 个 维 欧 空 间 是 同 构 的 。 | 
证 明 ， 设 和 所 是 #n 维 哆 氏 空 间 ， 分 别 取 包 和 FF 的 标准 正 交 
基 {e1,…,ez)} 和 《ff1,，…, fs}， 定 义 线 性 映射 P, 上 一 广 使 得 P(ei) 二 
fi,， (i 一 1,…,# ) 则 9 是 向 量 空间 同 构 。 命 X,Y》EE， XxX= 
xie 十 十 Xe 一 ye 十 … 十 ye 则 


9CX) PY)=P(X e+ te) Py'e1+ "+ ye,) 
一 (人 x ft +t xf ) 万 十 十) 
一 %iyl 十 X%2y2 十 十 Xay2 一 六]| 
2， 范 数 
设 矿 是 ” 维 回 量 空间 ， 和 定义 三 上 的 正 实 值 函数 14， 太一 上 全 使 
得 对 于 YY Xx*, EV， 
(a) 4(x) 之 0， 且 如 果 x 关 0。 则 A4(%) 之 0 
(b) Alax)=|ali( x), VaER 
(cy iCx+ yA x +ACY) 
则 4C x ) 称 为 向 量 x 的 范 数 ， 记 成 |x| 或 xXx 中， 定义 了 范 数 的 向 
晤 空间 ， 称 为 赋 范 向 量 空间 . 
设 EE 是 1 维 欧 氏 空 间 ， 我 们 定义 上 的 正 实 值 酒 数 为 ， 对 于 
VxEE 
xl=V (Xx, %) 
容易 看 出 ，|1 xj 是 x 的 一 种 范 数 ， 称 为 欧 氏 范 数 ， 其 中 条 件 (¢) 
得 自 Schwarz 不 等 式 
1x 二 y= 7).(x+y)=| x +2 x, >)+lyl 
lx 二 xy + ly P= x|+|y1)° 
在 赋 范 向 量 空间 上 我 们 可 以 定义 任 两 向 量 * 和 2 的 距离 ， 
d (Xx,y)=|xX—y| 
容易 证 明 ， 这 种 定义 的 距离 满足 ， 
(a) d(x,》) 字 0， 而且 d (XxX,》)== 0 当 而 仅 当 X=》 
(b) d(x,Y》)= 二 d(y, xX), (距离 的 对 称 性 ) 
(c) dk(x，y)+d(y，2)>adgCx，z)， (三 角 不 等 式 )。 
特别 地 ， 对 于 1 维 数 空间 R"， 它 的 范 数 定义 如 下 命 x= 
(Cx:,，…,%")， 则 
‘xi=V (Gx) (x 
3， 对 侦 空 间 的 范 数 
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设 厂 是 ” 维 赋 范 向 景 空间 ， 产 是 大 的 对 偶 空 间 ， 定 义 产 "中 
范 数 如 下 设 X "EV", 命 
x "|=sup{(lx (xX) XEV, |x| 1}<+o 
命题 9 'x "| 是 * 中 的 一 个 范 数 ， 
证 明 ， 只 须 证 明 | x “| 满足 范 数 的 条 件 ， 
(a ) 因为 | x"(z%*)l 0 ， 所 以 | x “| 之 0; 如 果 | x == 0, 则 
对 于 VY XEV,， x (xX)= 0 池 x = 0. 
(b) l(ax )(%)=lallx "(x)lDSlax |=|allx "| 
(c ) 对 于 任意 x ，》 "EV"， 
IxX 十 i=supt(x 十 了 )(x)) xEV, Ix|I<1l)} 
和 sup 人 lx (Yi 二 37 (x) xEV, jixi<i} 
< 和 suptx (人 x) XEV, lIx'<1)} 
+sup{y (x) xEV, |xi<1)} 
一 | x | 十 |>y ,| 
营 上 映射 P9， 六 一 VV” 定义 为 P(XD)(X")= x"(X),Y x 人 EV, 
x 各 三 "， 则 这 个 映射 是 保 范 的 ， 即 p(x)|=!xl. 
如 果 玉 是 # 维 欧 氏 空间 ，{e1,…, 小 是 歼 的 标准 正 交 基 ， 对 
于 任何 XEV, XxX 一 ae 十 … 十 ave， 则 有 欧 氏 范 数 
[x|=V (Cx, x) 一 (as 十 十 Ga 
设 忆 "是 瓦 的 对 侦 空 间 ， (et …， e3) 是 此 "中 的 对 偶 基 ， 在 五 中 定 
义 内 积 ， 使 得 
0 一 0 一 1 
则 对 于 任意 x", 》“" 忆 EE"， 我 们 有 
X “一 Ge1+ 十 … 十 GEx 
3 了 “一 0iet 十 … 十 Daey 
XxX”. y ”一 GO 十 … 十 GD。 
EE 中 的 欧 氏 范 数 是 
EE CE 
命题 10 2 维 欧 氏 空间 已 的 对 偶 空 间 天 "也 是 ” 维 欧 氏 
1 1 


1x “(x)= 


范 数 一 致 。 为 此 ， 命 X= 二 C61 十 … 十 Cn6n 伍 人 ， X 一 GE 十 .… 十 

一 GIC 十 … 十 GonCo 
) QC} 

x "=sup{l x "(x): x EV, Ix 1}<(at ta) 

x ata Ki 
附 记 类似 于 对 偶 空间 的 情形 , 我 们 可 以 定义 空间 L(E,F) 
|f l=suptlf (x), x*EE, 委 1) 
1. 开 集 和 闭 集 


空 装 。 
证 明 ， 只 须 证 明寺 面 定义 的 对 偶 空 间 的 范 数 与 于 的 欧 氏 
acexrE 7 ， J 
XxX“(X)=(aert+.cae) (ce 二 :十 Cals) 
根据 Schwarz 不 等 式 
n n 1l/2 从 1 /和 
<( 2 | | 2 9 
1 = 1 并 1 = 1 
取 j|xY | 到 1 ， 则 cl1 十 … 十 C2 一 1， 所 以 
取 适 当 的 xx 使 得 c;= 和 al, 其 中 人 = 1 ac 十 … 十 Ga) 则 Schwarz 
不 等 式 变 成 等 式 ， 所 以 
因此 对 偶 空 间 E 的 范 数 !x "i 就 是 E* 的 欧 氏 范 数 ， 这 说 朋 羽 "是 
的 范 数 ， 设 已, 下 是 赋 范 向 量 空间 , 对 于 任何 线性 映射 了 , 一 玉 ， 
我 们 定义 它 的 范 数 是 
当 矿 二 RR 时 ， 这 个 范 数 重合 于 对 偶 空 间 的 范 数 ， 
1.1.4 欧 氏 空间 的 子 集 
设 玖 是 1 维 欧 氏 空 间 ， 《el Cn) 荐 五 的 一 组 标准 正 交 基 ， 
对 于 YW XERE 


% 一 X 6EI 十 机 十 X ee。 
X= (x)? 二 (x) 
忆 中 以 x 为 中 心 + > 0 为 半 和 给 的 开 实 球 是 
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SC(x,r)= {EE, |y— x|<r,} 
闭 实 球 是 
Sx,r)={(IEE, |y—~ Xl<r) 
F 的 子 集 S 称 为 开 集 ， 如 果 对 于 YXxGES， 存 在 r > 0 使 得 
S(x,?r)CS. 
命题 11 开 集 的 并 集 是 开 集 ， 有 限 个 开 集 的 交集 是 开 集 ， 


证 明 ， 设 S$。 a 4A 是 中 的 开 集 ， 命 S = | 上 S.， 则 对 于 


at.d 
VxES， 和 存在 某 4 它 A，XxES。。 因 为 3。 是 开 集 ， 上 所 以 存在 
r 汪 0 使 得 
SC(X,r)CICS 


因此 S= (J 3。 是 开 集 。 


uéd 


再 设 S= 人 S， 其 中 8 是 巨 的 开 集 。 任 给 xES， 则 > 所 


i = ] 
dis 《1 一 1 因为 每 一 个 = 是 开 集 ， 所 以 存在 ?;>>0 人 和 合 
得 SCxX,ri)CSs 命 =min(ri ra) 则 SCx， r )CS(xX, 
1) CO 所 以 


SCX, 7 ) = @ 5S) 


i = 1 


因此 S= {】S, 是 开 集 。|| 


1 = 1 
设 S 是 EE 的 子 集 ，x 称 为 S$ 的 内 点 ， 如 果 存 在 r > 0 使 得 
S(x, rf )CS。 因 此 一 个 集 是 开 集 当 且 仅 当 它 的 每 一 个 点 是 
内 点 ， 
对 于 任意 子 集 SC 己 上 ， 它 的 所 有 内 点 的 集合 称 为 S 的 内 部 。 
不 难 着 出 ，S 的 内 部 是 5 的 所 有 开 子 集 的 并 集 ， 
13 


EE 的 子 集 S 称 为 闭 集 ， 如 果 歼 -3 是 开 集 。 由 命题 11， 立 即 
推出 

推论 闭 集 的 交集 是 闭 集 ， 有 限 多 个 朵 集 的 并 集 是 闭 集 . 

设 S 是 五 的 子 集 ， 点 x 拭 瑟 称 为 9 的 极限 点 ， 如 果 对 于 每 个 
r>>0，SnmsGCx，r) 是 无 限 集 。 

命题 12 子 集 SC 五 是 闭 集 当 而 仅 当 9 包含 它 的 所 有 极 
限 氮 。 

证 明 ， 设 SS 包含 它 的 所 有 极限 点 ， 取 YE 抵 天 -3, 则 存在 ”> 
0， 使 得 9 门 SCx，r ) 不 是 无 限 集 ， 即 有 限 集 {y1,…, yx}， 命 

rT imin(?, IX—yl, ,i — yxl) 

则 SANSCx，r = 中， 所 以 SC(xXx， TT)CE-S， 即 ££-S 是 
开 集 。 

假定 S 有 一 极限 点 x 和牛 歼 一 9, 则 对 每 一 7r 盖 0.S1i19(>， 
r ) 关 中 ， 所 以 瑟 一 SS 不 是 开 集 ， 即 9 不 是 财 集 。| 

对 于 任意 子 集 SCCE, 所 有 包含 5S 的 闭 集 的 交 称 为 $ 的 财 包 ， 
记 成 5。 容易 证 骨 ， x 与 $§ 当面 仅 当 对 每 一 ?二 0， Sf)S(xX， 
r ) 天 中 ， 

入 知 : Ss=SU45S 的 极限 点 }，。 

(1) 闲 实 球 S(x，r)， 

(2 ) 闭 长 方 体 了 三 17x 王 Xiej 十 … 十 Xe AX i 二 
1 .… #7}。 如 果 0; 一 0; 二 rr， 则 江 称 为 立方 体 rr 称 为 它 的 
边 长 。 

2， 完 备 性 和 茶 致 性 

n 维 欧 氏 空 间 巨 中 一 序列 {x4}) 称 为 Cauchy 序列 ， 如 果 对 于 
任意 2> 0 ， 存 在 六 ， 使 得 中，R 之 NN 时 有 |Xw 一 Xx<E。 

设 {&1，…, en} 是 玉 中 标准 正 交 基 ， 

XEXREIT "TNREss R= 1, 22, 


则 坐标 序列 AX CR 一 2 1 也 是 Cauchy 序 列 ， 因为 
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好 一 xl 一 xl<Ce 
反之 ， 如 果 对 于 每 一 个 上 ，{x 妇 ，(R 一 1，2,…) 是 Cauchy 
序列 


| 沁 一 驹 < 


外 
lx 一 zi 入 2 It zl<e 


= 1 
当 所 中 的 序列 {xt，(R 一 1，2,，…) 是 Cauchy 序 列 时 ， 举 
标 序列 4x 外 ，( 忆 二 1，2,…) 是 实 的 Cauchy 序列 ， 因 此 是 收 八 
的 。 所 以 EE 中 的 Cauchy 序 列 也 是 收敛 的 。 这 说 有 明了, 欧 氏 空间 E 
是 完备 的 。 
从 巨 的 完备 性 可 以 推出 以 下 推论 ， 没 
1 ,O71 DODO 


是 非 空 闭 立 方 体 的 退缩 序列 ， 则 集合 [】 7 关中 。 如 果 六 的 边 
kh*= 1 
长 r:~—> 0， 则 
门 人 一 一 抬 


R = 1 
对 于 闭 球 序列 也 有 同样 的 结论 ， 
现在 我 们 把 以 上 绪论 推广 如 下 ， 
命题 13 。 没 太 六 … 必 让 .六 … 是 玉 中 非 空 时 集 退 缩 序 列 , 而 且 
疡 有 界 ，( 即 CC 某 立 方 体 了 )， 则 


Fe 门 Ff 关中 
k=1 


证 明 ， 设 ”一 dim 巨 ，RC 了 了， 把 了 分 为 ? 个 小 立方 体 ， 每 
一 小 立方 体 这 长 是 了 边 长 -5 ， 则 至 少 有 一 个 小 立方 体 与 无 限 多 
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个 户 : 相 交 ， 由 于 :是 退缩 的 ， 所 以 这 个 小 立方 体 与 所 及 ,都 相 
交 。 再 把 这 个 小 立方 体 分 成 2 个 更 小 的 立方 体 ， 这 些 更 小 的 立方 


体 每 个 边 长 为 了 的 边 长 的 一 -， 这 些 更 小 的 立方 体 中 至 少 有 一 个 


与 无 限 多 个 相交， 则 它 与 所 有 了 4 都 相交 如 此 继续 做 下 去 ， 
我 们 得 到 一 个 边 长 趋 于 0 的 退缩 闭 立 方 体 序 列 

[1Df, OD1 DO 
对 于 每 一 个 r+ ，1,[ 有 (天 中 ，。 命 


们 1.={x)} 

r = 1 
任 给 se>0， 存 在 7 使 得 S(x，s)27， 但 了 站 FF 关中， 所 以 
S(x,E)NF 了 关中， 因此 x 是 所 有 六 .的 极限 点 ， 因 为 是 闲 集 ， 


所 以 x 属于 所 有 FF,,， 因此 x {Fi 即 [Fi | 
k=1 k= 1 

推论 (Boljano-Weierstrass 定理 )” 玉 中 每 一 有 界 无 限 集 
S 至 少 有 一 个 极限 点 。 

证 明 ， SCC 某 立方 体 了 ， 用 上 述 定理 的 方法 .不断 地 把 了 一 
分 为 2 ， 我 们 得 到 边 长 趋 于 0 的 财 立 方 体 退 挥 序 绚 

[OF OO OO 

使 得 /4 门 S = 无限 集 。 命 


和 /一 《X》 
k=] 
任 给 se>> 0 ， 总 存在 某 k& 使 得 S (x,e) 刁 1， 所 以 
SCxX,E) 门 SDL 站 mS = 无 限 集 
这 说 明 ， x 是 S 的 极限 上 感 。| 
引 理 ” 设 Ge( aA) 是 五 的 开 集 ， 则 本 以 选 其 中 可 涩 个 集 
合 C.( 二 1，2,…) 使 得 
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U c.= U Cu 


Ce 


证 明 ， 巨 中 的 有 理 点 是 可 数 的 。 设 | ] G. 中 的 有 理 点 是 su s;， 


Ge- 
3 对 于 某 一 个 $i， 总 存在 G。 ,使 得 s:ECo， 求证 ， 
U G. = {JG. 
i= | 下 -人 


四 为 C。 是 开 集 ， 在 人 全 得 SC 但 是 有 理 
点 是 稠密 的 ， 所 以 U S (ss, 2) DOU G,, 因此 U Ce U 


f= 1 Ce. 


S (si, 21) 忆 【 Gs 另 一 方面 ， 显 然 有 | jc. Ge， 引 理 


atA a€.A i1= 1 
证 毕 。| 
定理 (Borei 覆 盖 定 理 ) 设 刻 是 欧 氏 空间 E 的 有 界 闭 集 , G 


(a EA ) 是 五 的 一 组 开 集 ， 使 得 (GIF, 则 存在 有 限 个 GG。 
aéd 


使 得 


PC UG, 
:二 1 
证 明 ， 根 据 上 引 理 ，A4 可 以 假定 是 可 煞 集 { 1，，…、 hk ，…}, 命 
Hi,=G,UGU…UG, k=1,2 
Sx 二 太一 瑟 :， 则 是 闭 集 ， 而 且 有 退缩 序列 
$1 DD DI I 
如 果 对 寸 每 一 个 hh，Sx 了 关中 ， 则 根据 命题 13 


NN ST 


g=1 


即 万 一 【G4 关中 ， 与 假设 FC U Ge 矛盾 。 所 以 存在 某 一 


k=1 R =1 
Rk 
使 得 Siw 二 中 ， 因 此 FCH,= 【j Gil 
:= |! 


定义 ” 匹 中 的 有 界 团 集 称 为 紧 致 集 ， 

命题 14 设 $S 是 E 中 有 界 闭 集 ，f : S 习 RR 是 S$ 上 的 连 绿 沙 
数 ， 并 且 j(x)>>0，VxES， 则 存在 c>0， 使 得 /xy)> 
Qa， 对 于 VX*E5S. 

证 明 ， 用 反 证 法 。 假 定 结论 不 对 ， 则 对 于 每 一 中 ， 存 在 Xi 全 
S 使 得 f(x4) < 一. 由 于 S 是 有 和 界 财 集 ， 根 病 Boljano- Weier 
strass 定 理 ， 有 界 无 限 序 列 4xr 有 极限 点 * 马 S$S, 根 据 f 在 S$S 上 的 
连续 性 (x)= lim f (X41)™ 0 ， 与 假设 予 看 。! 


利用 这 个 事实 ， 我 们 要 证 明 ， 欧 氏 空 间 玉 中 任何 范 数 与 欧 氏 
范 数 等 价 。 
范 数 引 理 ” 设 !| | 是 已 中 任意 范 数 ，; | 是 欧 氏 范 数 ， 则 存在 
K,, 太 ,>> 0， 使 得 对 于 V x EE， 
xl<K x|, 1x|<K ,lx|| 
证 明 ， 设 {e,,…,es} 是 巨 中 的 标准 正 交 基 ，X ==x el 十 … 十 
x"ea， 则 
| X=jjx!iejy 十 … 十 Xx"es|| 寺 | iesl| 十 … 十 |x | le 
<n ximaxdie ,lle,ll} =K ,|x| 
由 此 推出 ，j| | 是 欧 氏 空间 瑟 上 连续 函数 ， 命 
9 一 (YE |x|= 1)} 
则 S 是 巨 中 有 界 闭 集 ， 由 于 上 xj| 0 ， 根 据 上 命题 ， 对 于 Y < 和 
SS， 在 在 c>> 0 使 得 
| xl>a 


Tm 


x 
x | 


对 于 Y x 万 E，x 天 0, 则 | 三 S， 记 以 | >o， 即 


18 


lx 人 >alxzl， 或 [x!<— xl=Klxl 


推论 ”五 中 根据 范 数 | 1 或 ! ! 所 得 的 开 集 是 相同 的 ， 
让 朋 ， 人 设 G 是 玉 中 由 欧 氏 范 数 | 及 硝 定 的 开 集 ,对 于 XEEG,， 
存在 r 0 使 得 S(x，rj)jCG， 即 jy 一 xj|<r 时 >EG。 设 


》 忆 EE 并 且 上 > 一 xl<- 浆 -， 根 据 上 引 理 ,| 一 xj<r， 则 》 


EC， 所 以 CG 对 于 范 数 | j 川 来 说 也 是 玉 中 开 集 ， 反 之 亦 然 。|| 

3， 连 通 性 

欧 氏 空间 E 中 非 空 开 集 G 是 连通 的 ， 如 果 G =MUN 时 ， 其 
中 必 入 基 EE 的 非 交 开 集 ， 则 MH= 中 避 N= 中 。 

五 中 的 非 空 开 集 CG 是 线性 连通 的 ， 如 果 对 于 G 中 任 两 不 同 点 
x 和 和 》”， 存 在 G 中 折线 连结 x 和 》， 

命题 15 ”天 中 连通 的 开 集 G 一 定 是 线性 连通 的 。 

证 明 ， 固 定 x 筷 下， 我 们 把 G 中 所 有 能 与 x 用 折线 相连 结 的 
所 的 焦 记 成 。， 则 ”> :一定 是 开 集 ， 因 为 设 2 ECG,，G 是 开 集 ， 
所 以 存在 7 > 0 使 得 SC(y,e)CG， 但 是 S(y,e) 中 的 点 都 可 
以 与 了 用 线段 村 连结 ， 因 此 这 些 点 与 Y 可 以 用 折线 相连 结 . 
“S(TCS,. 

着 GCG 一 2 关中, 设 zEG 一 53s 则 必 存在 球 S(z,r)ICCG 一 
3.， 因 为 不 然 的 话 ，S (z,r) 门 $s 关中 ， 则 zES,, 了 矛盾， 所 
以 G 一 S$: 是 开 集 ， 但 是 这 时 

G=Sl(G—S.,) 
9: 和 G 一 DO: 都 是 开 集 ， 与 G 是 连通 的 假设 矛盾 ， 故 C 一 $,= 中 ， 
S.=G, | 


$1.2 映射 及 其 微分 


1.2.1 连续 映射 
设 包 和 分别 是 8 维和 mr 维 同 量 空间 ，G 是 玉 的 站 集 ， 考 虑 
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肌 射 

六 GF : 
下 面 给 出 了 的 尘 标 表示 。 取 五 的 一 组 基 te …, es 和 下 的 一 组 基 
te 6m) 。 则 对 于 VV XEEE， 

xX 一 Xe 十 … 十 Xx”e， 

三 (X) 一 X16| 十 … 十 X6 
实数 组 《x，…,% ) 是 x 与 忆 对 于 基 {e1,…, ew) 的 仇 标 ，(X',…， 
x") 是 (x) 忆 斑 对 于 其 {e1,…, em) 的 坐标 ， 

映射 1/ ，GC 一 所 ，xPpx= f(x%) 的 坐标 表示 是 
(x!, “+ X”) — f (x,, MX) 
一 ( 广 (xX1， … X ”)， “f(x, ‘0s X )) 
Xi= f(x!, ,x") 


Xx*= f,(x), 和 X ) 


X =fn(X', +, X") 
因此 映射 ff ，G 一 玉 相 当 于 m 个 7 元 函数 fn G 一 RR,， (i=1， 
‘ 7 ) 。 
现在 设 瑟 和 下 者 是 赋 范 向 量 空间 , 范 煞 记 成 | |。 上 映射 f ;GG 一 
所 称 为 在 把 XEC 是 连续 的 ， 如 果 任 给 s 之 0 ， 存 在 S> 0 ， 使 得 
一 0， yEGHNH, If (x)— f(y )<e, 
如 果 了 映射 1 ，G 一 下 在 每 一 点 x 妃 G 都 连续 ， 则 说 /在 G 上 
下 面 设 E 和 下 是 欧 氏 空间 ， 我 们 有 
命题 1 ff 在 点 % 忆 G 的 连续 性 与 入 的 范 数 的 选择 
无 关 。 
证 明 ， 设 f 对 于 E 和 和 斑 的 范 数 | | 是 连续 的 ， 命 有 是 EE 和 FF 
的 另 一 范 数 ， 则 存在 开 >> 0 使 得 
xl&KIx), YXxEE 
x Kx, YXEF 
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已 知 了 在 点 xcEC 对 于 范 数 | | 连 急 ， 所 以 任 给 e> 0 ， 存 在 6> 0 
使 得 |x,-- y|<6 时 jj (xz 一 上 (2 )|<< 一 关 -。 如 果 1x 一 ?1< 


6/K， 则 有 有 |x 一》<6， 所 以 fx) f (9) < 因此 


f(x)~ f(y)l<e.l 

命题 2 有 映射, G-> 玉 在 x, 巳 G 连 红 当 而 仅 当 函数 jG 一 
R，(i 二 1,…, Mm) 在 x, 忆 G 连 续 ， 

证 明 ， 在 下 上 到 标准 正 交 基 {6,,…, Em}， 相 应 的 又 标 龙 (4%， 
…,X”)， 对 于 每 一 点 X 二 (xX!,…,X”)E 忆 ， 我 们 有 哆 氏 范 数 

EAtCDE CD 
max(lx!|,., |X"|)<|X|AX | 二 二 |x "| 

如 果 了 映射 上 ，G 一 所 在 xoEG 连 续 ， 则 任 给 8。>> 0 ， 存 在 6G> 
0 使 得 jx 一 > 1<6 时 | CCxo 一 了 2)<e 所 以 | 记 (xo) 一 广安 
[jx 一 上 (yy)|<e， (1 一 1，… 纪 )。 这 说 明 ， 函 数组 方 :G~ 
尺 ， (i = 1,…, Mm) 在 Xxo 和 CC 连续 ， 

如 果 函 数组 六，G 一 下 ，(i 一 1.…m) 在 xECG 连 续 , 则 


任 给 >>0， 存 在 6 之 0 使 得 lx 一 ?|<6 时 PCxo) 一 AD)I<- 二 ， 
所 以 


HE 


If Cx)— fF ONE , lfi(x) -f(y )<e 
;= 1 
对 于 其 它 范 数 ， 可 以 用 命题 1 来 证 明 。| 
最 后 ， 我 们 再 定义 上 :G 一 下 的 方向 连续 性 。 设 G 是 互 的 开 
子 集 ，f 称 为 在 点 x 己 G 沿 方向 》EE 连 急 , 如 果 对 于 任 蕊 :二 0， 
存在 6> 0 ，、 使 得 | a1<6 时 ， 有 
If (x+ay)— f(x)|<e 
但 是 ， 即 使 在 点 x* 扎 GG 映射 沿 任 意 方 向 7》EE 是 连续 的 ， 
f 在 点 x 并 不 一 定 连续 ， 反例 如下， 设 E 是 二 维 欧 氏 空间 ， 对 于 


<1 


一 组 标准 正 交 基 的 举 标 为 《xX,》)， 玉 = RR， 考 虑 函数 /，E 
及 定义 为 
当 * 0 并 且 y》 = 


2 _1.,., 1 2 2 
A(» Lv 当 *x 二 0 并 且 志 XxX<<》<% 


0 当 x 盖 0 并 且 y 王 2x- 
— zi(y 一 2x*?) 当 x 汪 > 0 并 且 x*< 之 >》 之 2x? 


0 其 它 点 
则 了 除了 (0,，0 ) 一 点 以 外 处 处 连续 。 但 是 在 点 (0, 0 ), f (0， 
0) 一 058 任 给 6G>0， 总 存在 一 点 (xx，y)，|(x，y) 一 (0， 
0 )|= Vv + 6, If (Cx, 7)— fC(0,0)=|f (x,y)i=1, 
所 以 函数 1( x,y》) 在 (0，0 ) 点 不 连续 。 可 是 了 在 〈0, 0 ) 点 
沿 任何 方 血 都 连续 ， 因 为 沿 任 何方 向 ， 总 有 一 个 6> 0， 使 得 该 
方向 上 满足 XY 十 y< 达 6 的 点 都 有 
fx, 7)—f(0,0)=if(x, >)|=0 

1.2.2 微分 的 定义 

先 回忆 一 元 函数 的 情形 。 设 G 是 尺 中 一 开 区 间 ， 考 虑 函数 
f ，G 一 R， 这 个 函数 称 为 在 点 a 扬 G 是 可 微 的 ， 如 果 丰 在 实数 
i 使 得 


lim (f(a + 8)—f(o)=7 
六 全 0 


lim lcath)— f(a)—ih=)0 
0 


我 们 把 4 记 成 1 (6 )， 称 为 毅 数 了 在 9 点 的 导数 。 
把 上 述 概 念 推广 ， 就 得 到 贞 射 了 站，G 一 FF 在 点 4 全 G 可 微 的 
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概念 


Gy 


设 记 和 玉 分 别 是 维和 mm 维 的 虐 范 疝 量 空 间 ，G 是 捕 的 开 千 
集 ， 瑞 请 / ，CG->~ 上 大 称 为 在 点 6 和 6 是 可 微 的 ， 如 果 存 在 线性 喘 
射 / 亿 上 L(E, 户 )， 便 得 对 于 Y 4 所 G 满足 


{ir if lath)— Ja) 一 公正 = 0 
hi>0 Ih | 


™ 


其 中 线性 变换 4 称 为 映射 f 在 4 点 的 导数 ， 记 成 Df( 4a)， 
如 果 机 射 了 ，G 一 下 在 每 一 扣 xEC 可 微 ， 则 得 到 映射 
Df, G+>L(E,F), xrDI(xX)EL(E, FF) 
命题 8 。” 如果 映 射 了 在 点 x 可 微 ， 则 对 于 YY》EE， 有 


CDF Cx NY)= lim Lest IL), oaER 
G0 


证 明 ， 根 据 Df( x) 的 定义 
tim [fCX+h)— OX)TDIx)R) 0 
h>0 | 


命 h =—=Udy, 则 有 
Jim Lf +oy)— f(x) ort (x)(3)| 0 


od-” 0 
DIC ) = lim ft). 


”命题 4 ”如果 映射 :G 一 下 在 点 (<EG 可 沿 ， 当 导数 是 叭 
一 的 . 
证 明 ， 设 另 有 线性 变换 LEL(CE，F 拨 )， 使 得 


lim if at h )—|/ (4 )— + (h) :0 
h~>0 |& | 


则 
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0< lim 以 AI 一 人 帮 ) 
p>0 :ih 


十 im et hk) fe) pO 


h>0 


lim 人 一 他 全 0 


h~0 


取 有 一 tx，x 歼 0， 使 1 一 0， 则 有 


0= lim 上 AD 一 AS) = lim :At 一 Atx) 
1 -> 0 | f -> 0 [| 


YX) 一 KGCY)| 
[x | 


A(%)=u( x),|| 
我 们 可 以 利用 范 数 引 理 证明 , 映射 :G -> 斑 的 微分 定义 与 FE 
和 正中 范 数 的 选择 无 关 。 
实例 设 E=R， 户 = R，f,R>RR 定 义 为 f (x,，y)= 
sinx。 求 证 线性 变换 Df(a，b)=4, 4Cx，y)=(cosa).x。 
证 明 ， 


]i [|f (at+h, b+Rh)—/f(a,b)—iCh,h 
(hs k)0 |(h, hk)| 
= lim ‘snle+h)—sina— (cosa) hl 
(Ch, kh)>0 Vv Rh 


24 


已 知 sin'( 9 ) 一 coga， 根 据 一 元 函数 导数 的 定义 ， 
] sin( a 二 + hh)—sina— (cosa). hi 
nm | 一 


凡人 1 


因为 YY 及 十 民 之 | hi， 所 以 


1 in(a+h)—sine— (cd):h| -0 
vy h? + hi—> 0 VV 有 十 ° 


下 面 证 明 ， 可 微 性 包含 连续 性 。 

命题 5 给 出 映射 f :1G 一 下 ，G 是 EE 的 开 子 集 , 如 果 了 在 点 
XxEG 可 微 ， 则 f 在 点 * 连 续 。 

证 明 ， 


lim 
请 一 


[f(x+h)— f(x))—IAh)| 
Ilf (x+h)— fx)—ACh) el hl | 
但 是 4 人 EL(E，F) 是 线性 变换 , 所 以 总 存在 天 >> 0 使 得 ij4( hl 专 
Kih| : 

“| fx+h)— f(x)<K+t 1)|h| 
因此 映射 f 在 点 XG 连续 。 || 

下 面 我 们 将 给 出 Di( x ) 的 坐标 表示 。 

设 玉 是 1 维 赋 范 空间 ，{e,,…,es} 是 一 组 基 ，FF=R， 则 
刀 "一 人 (上 E， 及 )。 再 设 {ef，…，e 引 是 已 -中 的 对 侦 基 。 

设 G 是 巨 的 开 子 集 ， 给 出 映射 f :G 一 玉 ， 再 设 了 在 点 xXGC 
可 微 ， 则 Df(x)ELCE，R)=k"， 所 以 可 命 Di x) 二 aiet 十 
十 ane*， 因 为 {e:，…，2} 是 {ej，…，en: 的 对 倡 基 ， 则 有 B83 
(€)) = 061 由 此 推出 ， Df(x)(e;) 二 Qt:， 有 所 以 


Df(x)= > CDfC x%)I(e)e? 


1 = 1 
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如 果 玉 中 对 应 于 基 {e，， “""g ea} 的 从 标 是 (xX', "ys X )， 在 1.2.4 
中 我 们 将 指出 ， 
Df( x ) C0) = (1=1,， “9 # ) 

再 考虑 一 般 环 的 情形 。 在 1.2.1 中 我 们 已 指出 ， 有 映射 1G 一 
尺 对 应 于 各个 因数 广 :G 一 及 (= 王 1，…，7)。 

命题 6 映射 1 :G 一 下 在 点 xXGG 可 微 , 当 且 仅 当 函数 组 轧 : 
GC 一 有 下， 人 TI 一 1，…， Wi) 在 点 XEEG 可 微 , 而且 Df(x)=(DI 
(%), "yy Di,( x )) . 

证 有 明 ， 在 严 中 取 一 组 基 {e ，， ”” Em), 相应 的 准 标 是 (xX, "9 


1 


x")， 定 义 下 中 的 范 数 为 | 天 = > | 唱 ， 根 据 范 数 引 理 , 存在 反之 
1 二、 


| 
9 


0 使 得 
lxllK|IX| 
0 fx th)—fi(x) — D(x) 
Sf(x+h)— f(x)—DI(x)(h)) 
<KIf(x+h)—f (x)—DICX)h)) 


1im fi(x+h)—fi(x)~— D(x)(h) 

hp 人 0 Ih | 
ft) fe) DFC) CR) | 

jp—~ 0 Ih | 


因此 fi(x) 在 XG 可 微 ( i=], ,7), 导数 是 D1,( x )。 
反之 ， 设 j 在 x 人 EG 可 微 ( 1 二 1， …, mm), 并 且 导 数 是 Dl, 
(XxX)， 则 : 


ft 


fCxth)— Fx)—DCXICR)N= >》 fiCx+h) 


1 1 
—fiCx)— D(x )(h) 
甩 雇 当 


2b 


CT 


时 ， 
1; 上 Df/(x)(h | _ 0 .1 


h~>0 | | 
Df( x ) 的 坐标 表示 是 


Df(x)= 》DH(x)5 = 2 》 (CDHCx)CenD) 
i =1 


i=1 i = 
X ee 
换言之 ，Df(x)， EE 一 的 表示 和 矩阵 是 
D(x WD 和 Df'( % ) (ee) 
a | 


DiI. C4) Ce,) 和 Df Cx) (ey) 
这 个 托 阵 称 为 映射 六 6 一己 在 点 x 算 CC 的 Jacobian 和 插 阵 。 在 1.2.4 
中 我 们 将 指出 


Dfi( % )(e)) = 3 


1.2.3 微分 的 基本 性 质 
定理 1 【〔( 链 法 则 )” 设 映射 1,G->F 在 aEG 可 微 ,映射 9? 
FF 一 厅 在 f《o)Ef(CG) 可 微 , 则 g。f:G 一 蝇 在 a 亿 G 可 微 ,并 且 
Dl(g° f(a)=Dog(f (a)) »。 Df(a) 
特别 地 ， 当 五 一 已 亚 万 = 一 尺 时 ， 这 就 是 一 元 复合 函数 的 导数 
公式 。 
证 明 ， 命 8 = 二 f(a), 4=Df(a)，L 二 Dg(f(a)) ， 定 义 
POR)=f (a+h)— f(a)—AiAh) 


py 


$Ch)=9(b+h)—9(b)—u(h) 
pP(h)=g° f(a+h)—g° f(a)—Ho A kh) 
现在 已 知 
lim eh 0 ， lim 


R10 R00 


pCR) : 
pl 


、 ， IP(h) 
只 舌 证 了 朋 lim -TT 0 


证 明 ，P(h4)=g(f(e+h)) 一 9(007) 一 As 
一 9( Ca 十 ji)) 一 9(8) 一 AGCFCG 十 六) 
一 (ac) 一 02CRD)) 
=“[9(b+hR)— 9(b)—u fat hk)— f(a))) 
+ HCP h )) 
一 多 fh)I+HCP 下放 
因此 问题 转化 为 求证 ， 
ji st to, 


A 0 


lim LE 】 一 0 
h~>0 h 


已 知 > 0 时 -和 清二 > 0 ， 所 以 任 给 e> 0 ， 存 在 82> 0 ,使 得 


If (a+h)—bl=|lf(se+h)— f(a)|l=k <6H 
pCk)<elf (a+h)—f(oa) 
=ep(h)+AC hp hte:M.(h) 


Md < p LE 十 el 


另 一 方面 ， 4 是 线性 变换 ， 


lHCPC h )) ,lp(h)| 
Th 


定理 证 毕 。|| 
命题 7 (1 ) 如 果 f :1G 一 斑 是 常 函 数 ， 则 Df(x)= 0，Y 
XEG 
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(2 ) 如 果 fELCE，F)， 则 Df(x)= ff，YVxEE,. 
(3 ) 函数 8 if 一 及 定义 为 ?SC(xX，Jy) 一 2 十 》， 则 
Ds(x, ») 一 
(4 ) 活 数 PtAk 一 情 定义 为 P(X，3》)=x.y， 则 

(Dp(lx, 9)) (uu, vv)= yy 


证 明 ， 
(1) lim | 
h>0 :hh 
.0 , 
hm 1h 0 


(2) lim + Ce) 
h 


hk 人 0 
= fm CCx) 二 FA) 一 CCxZ) 一 (Ah 0 
h~>0 ih | 
(3) 得 自 (2).、 
[hh (十 的 


(4 ) = 一 一 RE 3 


Ta, RS hi 


lim [P(X+th, y+R)— P(x, y)— Dplx, yh, R)| 


(Ch, k})-»0 I(h, k )| 
四 |(CxX 十 8)CY7 十 R) 一 Xy 一 3 一 2X8| 
(hs kh)>U v ht+h: 
LE 


(由 0 县 十 屈 | 


推论 ”如 黑 1/，9，G 一 尺 在 点 XECG 可 微 ， 则 
(f+9)(x)=)Df(x)+Do(x) 
Dl(jg(x)= 9(X D(x)+ f (XDo(x) 
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此 外 ， 如 果 g (x) 了 关 0， 则 


dk x ) = 
证 明 ， 根 据 定理 1 和 命题 7 的 (3) 和 (4)， 
D(f+9)(%x)=DCs(f/, 9)I(x) 
=Dstf (x), 9(x)l。 D(f, 0)(x) 
=so D(f, 9g9)(x)= s CDf(x);, Dglx)) 
=Df(x)+Dg(x) 
D(f .9)(x)= DCp(f, 9))(x) 
=DpCf(x), 9(x)° DC(f, 9)(x) 
=DpCf (x), 9(x)) °° CDC x), Dg( %)) 
~ g(x):Df(x)+ f(x).Dg(x) 
DI(x)=D(f/9.:9)(x%) 


= g(x) Df/9) x) + HD: (x) 


. ~、 gtx DI(x)— F(x)Da*) 
“.D(f/9)(x) [C9 (Cx) | 


1.2.4 偏 导 数 和 C 类 映射 

设 G 是 向 量 空间 扎 的 开 集 ，{ei， …，6o 是 瓦 中 一 组 基 ,(x， 
…，X”) 是 相应 的 坐标 。 考 虑 国 数 乒 ，G 一 有 R， 设 它 在 点 coEC 
可 微 。 

定义 
f 


Df(a ej=Df( 0)= (0) 


命题 8 


Df( a)(e)= lim te °). 
~- f 
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站 (G5 ,a +h, a")— f (al, sa”) 


= lim , /和 


证 明 ， 得 自 1.2.2 命 题 3。|| 
将 记 ”7( a ) 的 上 述 定义 符合 经 典 微 积分 中 偏 导 数 的 
定义 ， 
of 


命题 9 设 函 数 /，G 习 RR 在 aEG 取 极 值 ， 并 且 一 (0) 
存在 ， 则 
(0)=0 


(1) 
证 朋 ， 命 gi/( x )= f(a,， "9 a )， 则 函数 gx ) 
在 一 0 时 取 极 值 ， 所 有 以 


ga)= Wad)=0 | 
命题 10 “如果 映射 /，G- 严 在 cEG 可 微 ， 则 -?15(a) 存 
在 ， (一 1， "+ 1 ) 一 1，…， n ) 并 且 


, of 
f(a)=( (a)) 
证 明 ， 先 设 斑 = 尺 ， 考 虚 上 映射 f/f，G 一 尽 ， 在 巨 中 引进 坐标 
以 后 ， 此 映射 可 看 成 函数 上 ，R"-> R， 定 义 映 射 h，K" 一 民 为 
Cj 
h(x)=(a, ‘1 a") 


则 组 合 上 映射 1。h 是 一 元 函数 RR 一 RR" 一 R， 根 据 经 典 的 偏 导 数 
定义 ， 


of (a) eh) (CaN)= DU h(a’) 
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再 根据 定理 1 
| 
Df oe hla)=Df( h(a)). Dalay)=Df(a) 1 4 


:| 
一 /'(a) 的 第 j 个 元 素 ， 
所 以 -8 万 (e ) 是 了 的 Jacobian 矩阵 f' (0 ) 的 第 7 个 元 素 , 它 是 


应 在 的 ， Ep 
f’' (a)= 人 ra), », 2 5 ) 


再 考虑 一 般 情形 ，f，G 一 FF， 根 据 1.2.2 命 题 5，Df(x) 
=(Df( x )， “yg Df % )) 9 所 以 它 的 窍 阵 表示 是 


中 GD 扣 (0 


和 = 0 re) 
fa 9) 2 GQ ), 2s (a) 


命题 11 给 出 映射 1/，G 一 下 ， 设 2 (一 1， 


= 一 1，… 4?#) 在 aEG 的 邻 域内 存在 并 且 在 oc 点 连续 ， 则 DI 
(a ) 存在 。 

证 明 ， 根 据 1.2.2 命 题 6， 只 需 考 虑 由 = 工 的 情形 ， 即 函数 
1: GCG—R. 


f (a+ h)— f(a)= 2 Cf Caith, see. ,qi 十 hh;， Ci+19 
;=1 


a ) 一 f (al 十 ji -1 
+ hi, iy Giits *'’y Ga ) 


32 


= Dh (ath a 


:= 1 
二 i. = < Qirls “9 Gn ) 
儿 


其 中 E; 办 于 Os 和 Qj+h; 之 间 ， C 一 (0 十 hh， "ys Qi- +h.s bi 
Giris "gy Gu )， 


|f(a 十 六) 一 fe 


i 


- lim|f (eth)-f(e)— 六 A 
hd 1 = 1 


(0) -2 
lim 


R10 jh| 


< 2 
1 = 1 
< 2 
1 三] 


ln |3( e270)|=0 


所 以 DA( a ) 存在 并且 等 于 (Df( a),，…，Dof( a)) =(- 
(a), 机 of ) 

定义 ”如果 对 于 映射 ，G- 开 ，-210(a)，( 一 1 ~…， 
mi 了 = 1，…，+#) 在 点 4G 的 邻 域 存在 并 且 在 a 点 连续 ， 
则 我 们 说 映射 /在 点 oEG 是 造 续 可 微 的 ， 如 果 f 在 G 的 每 一 点 
处 都 连续 可 向 ， 则 我 们 说 f 是 G 上 的 C! 类 映射 

命题 12 设 顺 数 g,， "sg Ums G 一 忆 在 点 dG 连续 可 微 ,并 
且 f， ">R 在 (gi( 4 )，…，gm( a )) 连续 可 微 , 定义 复合 函 
数 关 ，C 一 上 一 玉 为 F(x)= f [gx), “yp gm( % )2， 则 


2 (0 ) 一 和 2 2 (gl 4 和， …5 gm( 9 ))- 乡 ( a) 
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定理 


证 明 ， 根 据 上 面 的 命题 ， 连 续 可 微 性 承认 可 徽 性 ， 再 根据 


4 《aa) 一 上 人 949)) g(a) 


=-( -让 (0g(a))， 


但 


Co) 


0 
(0) 


oOgm 
9 (6 ) 


? Co)) 所 以 


(a) 


e of 
0) 交 


sa) 1 
实例 ， 国 数 亚 ， 人 -> 尺 定 义 为 
F(x, 3)= fC9(x, Y), h(x), khC(S) 


其 中 9，R 一 RR，h，k， 习 RR,，f :RR 一 RR 分 别 为 已 知道 数 ， 
求 正 的 侦 导 数 。 


解 。， 定 义 函 数 和 Ah，k: 一 民 为 
h(x, 2 E(xX, 


y)=k(y) 
则 一 E(x), 0 一 0， (2 ) 


的 y ) 一 Fa ?7) NMX，2?) ARX，2D)) 


Cs 2) | of Rs, ») 
ox Ox! Ox’ Ox 
+ ok(X%, »》) 
Oxs ox 
oFf of g(x%,y) ,3f. On( XD) 
9y 9x! 0y ox? oy 
9f k(x, ») 
Ox: 9y 
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则 


1.2.5 高 阶 微分 和 Taylor 公 式 

1， 商 阶 微分 

设 天 是 ? 维 向 量 空间 ，{e，…，e。} 是 已 的 一 组 基 ， 相 应 的 坐 
标 是 《x ，…，> )， 瑟 是 由 维 向 量 空 间 ， (5 ，…， Es} 是 下 的 一 
组 基 ， 相应 的 坐标 是 (xb “7)。 命 G 是 EE 的 开 集 ， 给 出 C' 类 
脆 射 

f: GF 
它 的 坐标 表示 是 
X= f(x:, », x") 


Xx™= f(xX!, "9 X ) 


它 的 导数 Df1( x ) 的 矩阵 表示 为 六 4x ), 即 上 映射 的 Jacobiau 矩阵 是 


f’ (XxX)= se 
jg  ), " eaj (4) 


OX 


映射 f，G 一 政 的 微分 定义 了 映射 
Df, GL(E, FE OF 
其 中 忆 ” 是 已 的 对 偶 空 间 ， 它 有 对 偶 基 {ei， “"*9 en}， 因此 oe 
『 有 一 组 基 ef?C9e,，,， (i= ll, 3, ns 1 一 1， "9 m ), 则 
Di) = YD) eg 


1 =1 /= 


假设 映射 Df 在 G 上 可 微 ， 它 的 党 分 /7 二 DD(Df) 称 为 映射 
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1/ GG 一 下 的 二 阶 微分 ， 这 是 映射 
Df G>L(E, L(E, F)E OE WF 


Df OO >» Y St 2 (lt be ee 


R=1 }=1 


定义 ”如 果 对 于 映射 /， G> 玉 ,保守 0) (7 一 


1 在 9 的 邻 域 中 存在 并 在 4 
入 连 经 ， 罚 我 们 说 映射 了 在 把 4 是- 交 连 续 可 微 的 ， 如 果 了 映射 
在 G 的 每 一 点 处 都 是 二 次 连续 可 微 的 ， 则 我 们 说 / 是 G 上 的 CC 类 
映射 。 
定理 2 如 果 /， GR 是 CC 类 函数 ， 则 对 于 VX%oEG 有 


of 3 (Cx) 


OX'Ox! (%0) = i 
证 明 ， 只 和 宕 考 虚 G 是 R* 的 情形 。 命 X=x，x/=》, 设 (x。， 
ycEC 并 且 [x，x 十 六 ]Xx[yo，y 十 RJCCG， 考 虑 二 只 差分 
EC (Xo 二 + 上 ， yo 十 kh)— f (xo, yo hk )) 
— [f(x hh, yo)— f(xo, y0)2} 
根据 中 值 定 理 ， 存 在 上 介 于 Xx。 和 xn 十 hh 之 间 使 得 上 式 等 于 


i 0 十 民 ) 一 -中 (£, yo) | 


再 用 中 信 定 理 ， 存 在 7 介 于 y% 和 y+ 之 间 使 得 上 式 等 于 -人 


0 yox 


(6 ,所 以 当天 ~ 09， 用- 0 时 ,上 述 差分 赵 子 - 记 关 (co yo 
把 上 述 差分 改写 一 下 
= {C1 (Xo 十 及， Yo 十 和 ) 一 (Xo hy0)) 
— Cf (x yo hk)— f(xXo, yo0))) 
则 分 别 存 在 £” 和 六 介 于 2 和 Xo 十 与 y。 和 Yo 十 之 疗 使 得 上 式 : 
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IK 


等 于 一 一 一 一 9 (&/， 7 当 h 0, R -一 0 有 时， 它 趋 0. 


dX0Y dx9y 
(Xo yo)。 
1 
类 似 地 ， 我 们 可 以 定义 三 阶 微分 Daf = 万 (Dz7)， 它 是 映射 
Df, G>L(E, L(E,L(E, FDSE OF OF Or 
“2. Taylor 公式 
先 复 习 一 元 函数 上/ ， 民 一 屎 的 Taylor 公 式 ， 设 / 是 有 十 1 次 
可 微 的 ， 则 对 于 xX，y 纪 A， 存在 * 和 2》 之 间 一 后 s 使 得 
ED TACPEIOETS ACD : 
+ 


A Ce -fn (8) 


证 明 ， 造 闭 区 间 Cx y 上 的 实 西数 
FCO)D=f C7)— ft) — 1)f (tt)— 
(yy 一切 ”re (~ +1) 
RI f° (1) (hk 二 1) 
x {ff fy) 


x (下 


F(x)=F(y)= 0, 根据 Rolle 定理 ， 存在 EE( x，》) 使 得 
A (8) 二 0， 即 


0 加 《2 一 上 - + 人 
4 


x [fF C7) F(x) _£ Cy x) 


(二 1) 
(Cy x) 
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1 


十 人 之 一 X) 加 f(x ) 十 一 二 fu (£) i 


推广 到 多 元 函数 的 情形 ， 给 出 通 数 f ，G->R， 它 在 G 上 是 
AR 十 1 次 可 微 的 ， 任 给 zx，?>yEC， 设 G 是 凸 的 , 即 连 结 x 和 2 的 
线段 性 G， 定 义 一 元 治 数 9 (+ ) 如 下 
g(t1)= fx+ ty —X), x+ ty x)) 
其 中 (x?，…，,，x”) 和 (7 ，…，yY) 分 别 为 x* 和 >》 的 坐 标 ， 讨 
算 9(t) 的 各 阶 导 数 ， 我 们 得 到 


g' (1)= DD) Sf Cxt+ ty— (yx*) 


1'= 1 


ox!'Ox’ 


g(t1)= 》) ?4 Cx+ 1 — xx) (yy —x) ym»)) 
j=1 


’ ‘ 
(1 一 0f .| 是 
oft) z 2 Bo CA tC % )) 
ls ih = 
XY xX) (yt x*) 
h DAtl 
gr0( f )= 2 ff -Cx+t(y— 人 


Xi OXtl 
ti 


x (y'1— X'1) ss. (yi+l — Xt+1) 
根据 一 元 疗 数 Taylor 公 式 得 到 


g (1)= gC0)+9 C0) + a 0 D+ 


了 (*) 2 gtD 
th 9 (0)+ FT (7) 


其 中 0<r<1。 把 9(f1) 的 各 阶 导数 代入 后 得 到 
定理 3 (多 元 函数 的 Taylor 公式 ) 设 男 数 /，G 一 天 在 C 
上 是 有 + 1 次 可 微 的 ，G 是 已 中 一 占 集 ， 任 给 x，JyEC, 存在 连 
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续 x 和》 的 线段 上 一 点 E 使 得 
f (>)= f(x )+ 2》, CK) (y 一 他) 


+ 三 1 
1 
1 azf(x) ，， 
十 -有 一 ] 一 ‘ 7 -一 村 过 如 
2! ; ) Ox'ox!’ (YX')(y’—X 站 十 


fn 
1 of(x z 
+ fCK) pn ni 
| 11 和 OX le. OX (YX"1) (y+*— X'*) 

多 有 


| 
1 ac op 
EFI 六 ye) 
tls""*s?h41 一 
推论 命 


上 此 十 多 
RCY, ?1 (R 十 1 Dy DXil...Dx +l 


ti9 9 Phtl 1 
(Yl X11) (Ytti— Xt+1) 
如 果 乒 ，G 一 尺 是 C 和 类 的 ， 则 有 


IRCX, 2)| 
yy 一 区 0 
证 明 ， 因 为 /是 和 类 函数 ， 所 以 存在 r 盖 0， 使 得 |y 一 
X|<7 时 
o+1f 
i (| <M 
[R(X, > IM 2》) [yi— Xl | yl 一 Xe+ll 
1， 1 = 1 


<Man+tl|y — x [+ 
因此 
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1.2.6 首 函 数 和 隐 画 数 

1， 逆 函数 定理 

先 复习 一 元 函数 的 情形 。 给 出 C 类 函数 ，G 一 玉 ，G 是 
民 中 的 开 集 ，cEG，j 太 (ac) 关 0， 若 /aa)>> 0, 则 存在 4 的 领 
域 CG 使 得 f(x )>> 0，VxGE 户 若 F(a)<0， 则 六 CCx)< 
0 ，VxGEF。 于 是 8 在 广 上 是 一 一 的 ， 因 此 存在 包含 j(《a ) 的 开 
集 矿 使 得 广 :在 矿 上 定义 ， 此 外 六 也 是 C 类 的 ， 而 且 


-1N\/ _ 1 
(f™)(Y ) 一 fF tf-iCy ， VyEW 


现在 把 以 上 结果 推广 到 高 维 的 情形 . 
引 理 ” 设 ACR" 是 一 长 方 体 ， 并 设 f，A 习 RR 是 C! 类 映射 。 
如 果 存 在 一 正 数 MM 使 得 |D;fi( x )| 委 M， 对 于 YxE4， 则 有 
f(x)~— f (9 )j 和 MY 一 yj ， 对 于 WVx, yEA 


证 明 ， 记 (y ) 一 f(x)= >》 (y!' 一 x 候 D,fi(5), 其 中 位 于 


1 = 1 


连结 x 和 > 的 线 眉 上 ， 已 知 | 已 AM， 所 以 
3) 一 PCx)j 攻 2》 yx MEnM|Iy— x 
7 =1 


六 


C7)— OE CO 一 FCx)ISeMiy 一 < 1 
1 = 工 

定理 4 ( 道 函 数 定理 ) 设 f，G 一 RR 是 C' 类 映射 ，G 是 R” 
中 的 开 集 ，oEG, 并且 detf'( a ) 天 0, 则 存在 的 邻 域 六 CG 和 
f(a ) 的 邻 域 矿 使 得 上 ， 太 一 矿 有 一 个 可 微 的 道 映 射 广 。 矿 一 
广 ， 并 且 

(FDC = FN 

证 明 ，1. 不 妨 设 1=Df( a ) 是 恒 同 映射 。 因 为 不 然 的 话 , 由 
detf’(a ) 取 0，AX! 是 存在 的 ， 把 后 改 成 和 站。f， 则 

DA f(a)=D(N')( fF(G)). Df(o)=1 +。A14= 恒 同 


40 


2， 存在 以 4 为 内 点 的 闭 长 方 体 UCG 使 得 xXEL ,xx 天 aa 时 ， 
f (xX) 了 关 f (4)。 因 为 不 然 的 话 ，f (ao 十 有 )== f(a)， 所 以 
lf (ath) f(a) AA) E10 
与 1 二 Df(a ) 的 定义 矛盾。 
3， 硝 在 充分 小 的 闭 长 方 体 U 使 得 xEU 时 detf’ (x ) 关 0。 
4， 由 于 了 是 C 类 的 ， 存 在 充分 小 的 闭 长 方 体 U 使 得 
of1:( Xx) _ ofi(&) cl 
OX’ ox! 2%2 


5. 对 于 Vx, XEU, |x—xlS 2|f (x)— f (%), 


事实 上 ， 把 上 引 理 用 于 疗 数 9 (xX)== (x) 一 XxX, 对 于 VY%， 
%EEU, 


DACHEE ACAE EA < 一 和 


1 
一 
x,—x,|—|f (%1)— f (x,) 
<|f (x) ~—X— f(x) + XalE 3x x 
“Xx 2 | f (x)— f(x,)| 


6， 当 xE9U 时 ， 根 据 2,，, f(x ) 隆 f(4)。 由 于 9U 是 紧 致 
集 ，| (x) 一 f(a4)l 有 极 小 值 4d， 邮 |f (x) 一 了 (a)l 之 d， 


VY *EaU, 命 矿 = | 23， 193—f(0) <51， 则 XEaU, y E 
Wy 时 
PAAC SEE ACD CPALD EL 
S19 f(x)>- > -10) 


7. 求证 ， 对 于 YyGE 太 ， 存 在 过 内 崔 一 一 点 x 使 得 (xXx)= 
>y。 考 虑 函数 
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9 (xz) 一 1 一 上 zx 站 = 2 (yf(x)) 5 VEU 


:= 1 
这 通 数 是 连续 的 , 所 以 在 紧 致 集 U 上 有 极 小 值 , 根据 6., 当 xEeU 
时 ，94x)>9(a)， 所 以 极 小 点 持 eU， 根 据 8$》2.4 命 题 9， 在 
极 小 点 x 处 ， 


Bs)= 0,32. 六 COY 一 所 < ?~ 0， 


i=1 
(j < 一 各 ) 

因为 f(a) 坪 0 ， 所 以 y 一 (XX)= 0 上 站， 9 )， 即 y 一 
f(x )， 这 证 明了 辽 内 存在 一 点 x 使 得 /xz)=y， 根 据 5.， 
j xD)= xs) 时 % 一 X， 这 证 明了 唯一 性 。 

8， 命 天 三 (7 的 内 部) 门 广 必 矿 ), 我 们 已 证 明 , f ，V 一 1 有 
逆 f 了 0， WW， 则 5 .可 了 配 成 

fy)—f (9) 21y1— Yl 

这 证 明了 广 :的 连续 性 。 

9. 最 后 要 证 明 ， 广 是 可 微 的 。 命 4=Df( x )， 我 们 将 证 明 
广 :在 y = f(x) 处 可 微 并 且 有 导数 4 '。 根据 Df(x) 的 定义 ， 
当 Xx!EV 时 ， 

f x) = f(x) tux x) FP %) 


lim ~ *)) ,0 
| ese x, 一 X | 
prIC CX)— FOX)I=X— x +H CP XI % ) 
对 于 VyiGE 矿 ， 存 在 x,EV 使 得 f (x)=y， 所 以 上 式 可 以 改 
写成 
FyD=A YI TE (YY) HP CD ~—f (yy))) 
求证 
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lim EP = 


yi J1™ 


由 于 上 人- 是 线性 变换 ， 因 此 只 须 证 明 
1im IPA 六 yi) 一 f(y )) | _ 


YiYy Iy1— | 
证 ， 
pf (Cy) -f(y )) | 
Iy— »| 
-= yD—TOYIND (yf (yy) 
f(y)—f (yy) [yi 一 >| 


由 于 矿 : 是 连续 的 yy 时 ， 广 (yy)~> 广 (7)， 根 据 2 的 定义 ， 
第 一 个 因子 一 0 再 根据 8 ，， 第 二 个 因子 < 2 ， 所 以 上 式 一 0， 
定理 证 毕 。| 
附 记 即使 detf ae )= 一 0， 逆 函数 广 还 是 有 可 能 存在 , 例 
如 函数 FAx )=x， 广 (0)=0， 但 是 在 0 的 邻 域 中 存在 道 函数 
f 《x)= 路 x， 但 是 无 论 如 何 ， 如 果 detf'《a)=0， 则 /7! 在 
f (a) 处 一 定 不 可 微 ， 因 为 f(xX) 二 xX, 如 果 广 在 f (a) 处 
可 微 ， 根 据 定 理 1， 
Di(a)。Df(f(a)) = 人 慎 同 沪 
detf’ (a)-det(f"') (f(a)=1 
这 与 detj (aa) 一 0 了 矛盾 。 
2， 隐 苯 数 定理 
定理 5 ( 隐 函 数 定理 ) 设 f，R"xfR" 一 RR" 在 包含 (a,5b) 
的 一 开 集 中 连续 可 微 ， 且 f(co,，6b) 二 0。 命 M 表 示 (mxXm) 


矩阵 
(2 7 ) (i, j=1, *, m) 


如 果 det4 送 0， 则 存在 a 的 邻 域 4CA" 和 已 的 邻 域 CA ， 对 
于 YxE4， 存 在 唯一 9(4x)EC， 使 得 /xx，9(4x) 二 0, 并 
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且 漠 数 9 (x) 是 可 微 的 。 
证 明和 定义 下 XXX 天 为 下 (人 YX，y) 一 (7Y， 
f 《x,y》)) ， 因 为 det6 (cb)=det4 闪 0， 根据 道 亢 数 定 
理 ,存在 F(a,，6b)=(4，f(G, 5)) =(a,，0) 的 邻 域 
WCR xR” 和 (a,b) 的 邻 域 4 Xx BCER”x AR" 使 得 映射 F: 4 
X B 一 矿 有 一 个 可 微 的 逆 F!， ->AXB。 内 为 F(X*，2》)== 
(xX，f(xX，,，》)) ， 所 以 
F(x, y)=(%, k(X%, »)) 
其 中 & 是 某 可 微 次 数 。 z 
定义 TT，R"xR"~>R”" 为 x(x ,yy)= 二 3》, 则 Xz。 f=f， 所 以 
f(x, kl(%,))) 一 YX ») 
17(X, Y= 
于 是 f(xXx，k(xX，0)) = 0、 因 此 g(x) 二 h(x，0) 即 为 
所 求 。& 的 可 微 性 沪 9 的 可 微 性 。 | 
附 记 9 (x) 的 导数 的 求法 如 下 ， fi(%*，9(xX)) 一 0 


4 0 = (x， g(%))+ > r(x, g(x )) 


(f=1, .mm i ) 
因为 detM 闪 0 ， 从 这 个 方程 组 可 以 解 出 < (x ), (ca =1,: 
my; j=1, 1) 
推论 设 f， 户 一 AR 在 A 的 开 集 G 上 连续 可 徽 ，a 
， 如 果 j(a)= 二 0, 并 日 (nxp) (am 


为 pp， 则 存在 一 开 集 .4CA 和 一 个 具有 可 徽 首 的 可 微 映 射 闵 ， 
A 一 上 "使 得 
f © h(x,, x )=(x" 7 ， x”) 
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证 明 ， 把 f 看 成 函数 KR?x 人 > 命 有 =( 妨 xx 六 ) 矩阵 
( 2 ) ( t 9 7 = 工 ，……， pb), 如 果 deti4 三 0 ,根据 上 害 
理 的 证 明 ， 存 在 开 集 4LCA 和 道 映 册 fF? AR",f。Fi(x)， 


“9 XT XT X ) 一 (人 X T,X), 


对 于 一 般 情形 ， 因 为 箱 阵 ( “二 ) 的 秩 为 户 ， 存 在 < 


< 使 得 逢 阵 ( -2 人 ) ( 7 一 1]，… pp; 1 一 ?19 "ys i) 有 
非 零 行列 式 。 考 牛 置 换 9 1 人 -> 人 g(x, 0] 一 (人 | 
xX?)。 则 f。g 就 是 上 述 f，， 所 以 存在 广 ! 使 得 

((f og) DJ， 一 Xe 


$1.3 积 分 
1.3.1 集合 的 体积 
fer" 中 的 闭 长 方 体 是 


7 = {(X ,.…., XER"laSx Sb,, 1 一]，… m2} 
它 的 体积 定义 为 


v(T)= [I (0;— a;) 
1 = 1 
对 于 任意 开 集 GCR"”， 我 们 总 可 以 把 它 剂 分 成 互 不 重 肥 的 闭 
长 方 体 我 们 定 头 G 的 体积 为 


v(G)= 》 v (1i) 
R=1 
可 以 证 明 ，v《G )》 与 剖 分 无 关 , 因为 不 同 的 判 分 将 合成 更 细密 的 


旗 分 。 
如 时 G 更 是 紧 丝 的 ， 则 它 可 以 用 有 限 个 闭 长 方 体 人，…, 
给 挤 ， 
45 


因此 正 项 级 数 》”v (I) 有 上 界 ， 它 是 收敛 的 ，(G) 具有 有 
限 值 。 | 
设 集 合 SCR"， 对 于 We>0， 如 果 总 存在 可 数 个 闭 长 方 体 7 
Le 使 得 SC U 7 并 目 
y oI)<e 
R=1li 


则 S 称 为 堆 测 集 。 如 果 存 在 有 限 个 (人心 覆盖 3 而 且 


1 


> v ({i)<e 


kh=1 


则 S 称 为 办 体积 集 ， 显 然 紧 致 的 零 测 集 一 定 是 零 体积 集 ， 
如 果 S 是 零 体积 集 ， 则 也 是 零 体 积 集 ， 因 为 SC 【| 1 


| k =]1 
时 SC UL Li。 
R= 1 

1.8.2 积分 的 概念 

设 4 是 居中 闭 长 方 体 ，f， A 一 RR 是 有 界 通 数 ,我们 要 定义 
f 的 上 积分 和 下 积分 。 

设 S 是 上 中 一 集合 ， 我 们 定义 它 的 直径 为 

dC3S) 一 Sup 人 lx 一 |，x，yE>》} 

所 谓 长 方 体 .4 的 一 个 分 割 是 把 4 剖 分 成 有 限 个 互 不 重 效 的 闭 长 方 


体 的 集合 Tt = {4{,, 的 {0}， (Jj {j= 4. 我 们 定义 A 的 分 加 


1=1 
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的 范 数 为 


ial = Max{d (1)), 1 一 1，2，… kk} 
命 Mi( feSuptf Cx):xED, mf )=inf{f (x :xED, 
对 于 4 的 每 一 个 分 割 *， 定 义 f 对 于 7 的 大 和 与 小 和 为 


上 
U(f, 7)= 9) Mi ff )v (4)) 
j=1 
及 
LCf, a)= 》 wii)u(D) 
六 = 1 
显然 有 
L(f, xn <U(f, 7) 
设 r 和 z/ 是 闭 长 方 体 .4 的 两 种 分 割 , 使 得 z 的 每 一 个 闲 长 方 休 
{ ;是 x’ 中 若干 个 闭 长 方 体 1， "ys In 的 并 集 ， 则 我 们 把 7 称 


为 比 工 更 细密 的 分 着 ， 记 成 <r“。 
命题 1 IL(f, EL(f, x) 
U(f, TSU(f, 7) 
证 明 ， ov (I)= v0)+t + vf ) 


因为 /1， (r= 1], ，….， CL, 所 以 
mo f Em (fF Mi f )Pm(f) 
mr( fF )v (Tem, f )v (hi)) 十 … 十 mu, f )v (lh,,) 


rm Cf) Fi) ttm, Cf) vy (11, ) 


k 
“LOfs R= 2) mf )v)) 


1 = 1 


R 
二 2 Cm CF OV ON) + tm Cf) v (fi,, )) 


= 1 
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同 理 可 证 
U(f, TSUC 7) | 

推论 ”对 于 闭 长 方 体 4 的 任 两 种 分 割 x 和 7 有 工 (f ,7 ) 委 
U(J, 7), 

十 明 ， 作 4 的 一 个 比 + 和 更 细密 的 分 着 7, 根据 上 命题 和 

L(f, rw <LIf, MEU(f, WEU(f, 7).! 

现在 我 们 可 以 定义 有 寞 国 数 上/ ，4 一 玉 的 上 积分 和 下 积分 分 
别 为 


如 果 有 界 函数 1 ，A-> 尽 的 上 积分 和 下 积分 相等 ， 则 把 它们 
的 公共 值 称 为 /在 A 上 的 积分 ， 记 为 | 了 ， 即 


(f=) f= 


1.83.3 可 积 函数 
定理 1 (可 积 准则 ) 有 界 函 数 /: 4 一 AR 是 可 积 的 当 而 仅 
当 对 每 一 > 0 存在 4 的 分 割 使 得 
U(f, x)—L(f, 7)<e 
证 明 ， 恕 果 此 条件 成 立 ， 显 然 
SupL\f, nn)=intU(f, 7) 


另 一 方面 ， 如 果 f 可 积 ， 上 式 成 立 ， 则 对 于 Ye>> 0 ,存在 分 
割 工 和 使 得 
U(f, 5)—L(f, 7)<e 
命 7T* 是 比 z 和 和 7 更 细密 的 分 割 ， 则 根据 命题 1 
U(f, zw)—L(f, mw)EU(f, 7) 
—L(f, 7)<e | 
实例 1. 设 f，A 习 RR 是 常 画 数 J(x) 三 c, 则 对 于 有 4 的 任 
一 分 害 7= (人 人，…，!/ 对 


&8 


R 
LC(f, z=U(f, x)= 》 cvll))=c0( 4) 


1}=1 
| f=ov( 4) 
2. 设 A=50，12x[0。， 1)CAR’ ff: A 一 RR 定 义 ,， 
0 ， 如 果 x 是 有 理 数 


1 ， 如 果 x 是 无 理 数 
设 fT 三 本， … x 是 4A 的 任 一 分 割 

mi,( f )= 0,， M,(f)=!1 
k 


L(f, n= 》 0.v(1)=0 


j=1 


f/f (x, -1 


大 
UC(f, = D1 1.0(1)=v(4) 
j=1 


因此 f 不 可 积 ， 
有 界 函 数 /，4~ 尺 在 一 点 xXG 4 的 振幅 定义 如 下 :对 于 Vr> 
0， 命 
WX)=Sup{f (9) x — yr}—inf{(f C9)iix 
一 划 魏 了/ 
则 f 在 x 的 振幅 定义 为 


o( x)= lim Ox) 
rf- 0 


显然 ， 振 由 是 非 负 的 ， 并 且 当 而 仅 当 上 在 x 点 连续 时 ， /在 x 的 
振幅 为 零 。 


在 4 的 分 豁 7 使 得 
Uf, xr)—L(f, rn)<ev(A) 
证明 ， 对 于 每 一 xEEA， 存 在 小 闭 长 方 体 口 ,， 以 x 为 它 的 内 
把 ， 使 得 
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Mu ( f)—mo tf ) < 
因为 4 紧 致 ， 存 在 有 限 个 愉 .,,，…，LU .覆盖 4， 命 一 人 pe 
是 4 的 一 个 分 割 使 得 每 一 JiC 某 口 。,， 则 

MG) 一 mi < 
所 以 


k 
UCf, -Lf, = 2 Mf)—m lf)) 


j=1 
‘Vv({))<ev( A) | 
定理 2 设 1， 4 习 RR 是 有 界 削 数 ，B=={xEEA，f 在 * 点 
不 连续 })， 则 可 积 当 而 仅 当 BB 是 零 测 集 . 
证 有 明 ， 谨 和 完 设 8 的 测度 为 0， 宙 E> 0 并且 B.= {Xx,; w(x) 
之 E)， 则 BCB， 所 以 B. 也 是 等 测 集 ， 又 因 B. 紧 致 ， 所 以 8. 是 
等 体积 集 ， 因 此 存在 有 限 个 闭 长 方 体 U,，…，U。 徐 盖 5.， 并 
使 得 


2) v (U,)<e 


:= 1 
命 是 4 的 分 割 ， 使 得 zt 中 每 一 长 方 体 1; 属于 下 列 两 组 之 一 ， 
i) 3,， 它 包含 5 中 这 样 的 闭 长 方 体 !;， 使 得 每 一 /j 己 某 U 
ii) 2,， 它 包 食 7 中 其 余 的 闭 长 方 体 1;， 使 得 每 一 [2B,= 
好 。 命 | fx )<M，VxE4， 则 
M1(f)—mf )<2M 


>》1 MF Om FoI) <M > oo(UD)<2Ms 
1 :91 1= 1 


如 果 /1; 己 3,， 则 w(x% ) 之 ze， YWxEIL;， 上 述 引 理 告诉 我 们 ， 存 
在 比 z 更 细密 的 分 割 x ， 使 得 


2 MAIO—m( Fv Le VLES, 
C1 


U(f, 7 ) 一 工人 三 ， 7) 
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= 》 (MA)-m(Cf)uC7)+ | 


/CliES: Cis 


x {MA fF)—m( fF) oT SMet+ 2 evlI)E2Me 
leSs 


+eo( A)=(2M+v(A)) e 

因为 MO 和 vv (A) 是 定数 ， 这 说 明 ， 我 们 可 以 找到 一 个 分 割 IT“ 使 
得 U(f,， Tw ) 一 L(f, x)<e =(2MT+v(A)) ee 网 此 
可 积 。 

反之 ， 设 可 积 ， 因 为 

B=B,UB,,U…UB,,,.U. 

我 们 只 须 证 明 ， 每 一 个 刀 的 测度 为 零 ， 因 为 8。 是 紧 致 的 , 因 
此 我 们 证 明 8,。 的 体积 为 零 。 

任 给 0， 命 7 是 4 的 一 个 分 割 ， 使 得 

UCf, mT)—L(f, #)<— 


再 命 5 是 x 中 的 闭 长 方 体 T 使 得 1 站 By。 寺 中 ， 则 了 ES 时 ， 
MK )—m( f )<—— 


2) oT PME) mv) 
1 6 Tel 


< DOM)—m(f IVI) 


T en 


< 一 -，(… f 可 积 ) 


所 以 》 2 (71)<e. | 


ES 

推论 ” 闭 长 方 体 4 上 的 有 界 连续 党 数 是 可 积 的 . 

直到 现在 为 止 ， 我 们 只 讨论 了 闭 长 方 体 上 有 界 孙 数 的 积分 ， 
D1 


对 于 有 界 集 今 上 的 积分 也 能 相应 地 定义 ， 设 C 是 有 中 有 办 集合 ， 
CC 基 闭 长 方 体 4。 定 义 C 上 的 特征 蓝 数 Xc 为 


0 如 Xe-Xo 
Xcel X) -| 
1 如 XE Xe 


给 出 有 和 界 廿 数 f， A 悦 R， 定 义 


J or=| ,1 "Xe 


如 果 有 界 函 数 1。Xc，A 一 呈 是 可 积 的 , 则 聘 数 了 在 集合 C 上 也 可 
积 。 当然 ， 画 数 f 与 Xc 可 积 时 ，f。Xec 也 可 积 。 

命题 2 ”函数 Xe，4 一 凡是 可 积 的 ， 当 且 仅 当 C 的 边缘 是 零 
测 集 《由 于 C 紧 致 ， 因 此 也 是 零 体 积 集 )， 

证 明 ， 如 果 x 是 C 的 内 点 ， 存 在 开 长 方 体 了 7，xEJLCC， 所 
以 在 1 上 ，Xc 圭 1， 因此 Xc 在 C 的 内 点 处 连续 。 类 似 地 ， 如 果 
x 在 C 的 外 部 ，、 则 存在 开 长 方 体 T。XxEICA™C, 在 了 上 Xc 天 0， 
所 以 Xe 在 C 的 外 部 点 也 连续 ， 如 困 x 乞 9C， 每 一 个 包含 * 的 开 长 
方 体 了 包括 两 部 分 点 

| i1, yEINC 
Xc= 1 


( 0, vE(R\CINMI 
所 以 x 在 aC 上 不 连续 ， 根 据 定理 2 ,命题 成 立 。 | 
一 个 边缘 是 零 测 集 的 有 界 集 称 为 Jordan 可 测 的 。 积 分 


jo! 
称 为 集合 C 的 体积 。 这 个 既 念 是 长 度 和 面积 概念 的 推广 ， 
1.3.4 Fubini 定 理 
定理 3 (Fubini 定理 ) 命 4 和 8 分别 是 R "和 R” 中 的 闭 长 
方 体 ，f， 4 x 卫 一 民 是 可 积 的 ， 对 于 XEEA， 合 gx; ~*R 宁 
义 为 g:(》) 二 f(xX，》)， 并 命 


glx)=)| 9 =| ,f(x y )dy 


D2 


zw(x)= | -gc= | fC y)dy 
则 之 和 乡 在 4 上 可 积 ， 并 且 


faf =f as = A ff CY, 7d) 
| af = | z= | (| sfx, y )dy ]ax 


附 记 ”右边 的 积分 称 为 景 次 积分 ， 

证 明 ， 命 zx 和 7s 分 别 为 4 和 2B 的 分 割 。 它 们 合 起 来 得 到 
A x B 的 分 割 x?， 对 于 7 中 一 闭 方 体 1I， 它 可 以 分 解 成 ,x 1s。 其 
中 7 和 /分别 为 Ts 和 zs 中 的 闭 长 方 体 ， 因 此 


L(f, t= Ym(f)v(1) 
1 


= 》 dma f Yo CsxTs) 


Is fs 

和 ?3 1 x fv (fs): 以 (12) | 

ls\ip 

现在 ， 如 果 El 则 清 楚 地 ?7 ala f )S<m (9:) se 结 果 对 于 
%E14， 我 们 有 


DMs CF)v Ca) Mi gs) v (7) 
ln Tp 


<|. 月 0 一 CCXD) 
内 此 
> DR 
z / 


jiA4A\ Ih 
同时 我 们 得 到 
L(\f, TL(Y, TEU(L, TEU(Y, Ta) 
UL, TA) 
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其 中 最 后 一 个 不 等 式 的 证 明 完 全 类 似 于 第 -一 个 不 等 式 ， 因 为 了 是 
可 积 的 ， 


Sup{tL(f, Dinf{U(f, DD}= | ,sf 


“, Sup{L (ZY, TA)} =infi{U(Y, 0))=) ,i 
这 说 明 ， 儿 在 4 上 可 积 ， 并 且 


{jsf=| ,2 


关于 第 二 个 结果 可 以 类 似 地 由 下 列 不 等 式 得 到 
1 ，7) 委 了 (2YG，7) 魏 世人 ，T4) 魏 [8 ，T4) 
SUC/ ，7r) 
附 记 1. 可 类 似 地 证 明 


frat = sf fC, y Jdx )dy 


-Tree aa 
2， 事实 上 ， 常 见 的 形式 是 ，g: 是 可 积 的 ， 这 革 


[A y )dy jdx 


例如 f 是 连续 函数 ， 
3， 常 见 的 不 规则 情形 是 ，g; 对 在 有 限 多 个 点 YE 4 处 不 可 


各 ,这 时 2(x)= | 。 f(x*，y)dy 仅 对 有 限 多 个 点 * 不 成 立 。 
但 是 如 果 我 们 把 乡 在 这 些 点 的 值 重 新 定义 时 ， | 之 的 值 保持 不 
变 ， 因 此 我 们 仍 有 
人 = 人 (人 和 sx， y )dy )dx 
例如 ， 我 们 可 以 规定 | 。f(*，》 )dy 的 值 为 0， 
4， 反 例 ，f; [0，12x50，12 王 卫 定 义 为 
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1 ， 如 果 * 是 无 理 数 
1 , 如果 x 是 有 理 数 ，》 是 无 理 数 


f (x, »)= 
y 是 有 理 数 
则 /是 可 积 的 ， 并 且 | .。 ,sr 19f 一 1 
但 是 ， 如 果 “是 无 理 数 ，| 。/ (x，y?)dy 一 1。 


如 果 * 是 有 理 数 ，h( x) | ，f (x ，y )dy 不 存在 ， 命 及 (2 


一 0，X% 是 有 理 数 ， 有 h(x)== 1, ?是 无 理 数 , 则 hh(%) 不 可 积 。 
1.3.5 单位 分 解 
先 作 一 些 准 备 ， 
(1) 考 忠 函数 乒 ， 愉 一 尺 ， 定 义 为 


1 


f(x)=1e “0 


0 ， YX 一 0 
下 面 我 们 要 证 明 ，J (x) 是 C” 的 ， 并 且 f”(0 ) 二 0。 因为 


1 
. 1 ~ 一 8 
lim 一 ~ 一 ee * 
XX x 


=0 
， 
rn- 舍 。 ”0 
0 ，x% 一 10 
现在 用 归纳 法 ， 假 设 
p(B) 人 X00. 
0 x 一 0 


其 中 (一 - ) 是 汪 - 的 多 项 式 、 因 为 


Xx 


f "x)= 


99 


re 人 ): -本 YX 0 


0 » 二 0 
其 中 (--) 是 下 -的 另 一 个 多 项 式 . 
(2 ) 由 (1) 推出 ， 下 列 函 数 f，R 一 忆 


1 1 2 


中 一 


ro 一 ,XE(a,b) 
0 ,XE(aG,b) 
是 C” 户 数 ， 它 在 (a ，6b ) 上 为 正 ， 其 他 处 为 0 。 

(3) 设 /是 (0，&8) 上 为 正 的 C” 通 数 ， 在 其 它 处 为 0， 


ey 
则 得 到 C” 函数 9(x) 使 得 


0， 当 xx 太 10 
oo 


1， 当 X 之 8 
(4) 再 设 上 是 (一 1， 十 1) 上 为 正 的 C 函数， 在 其 它 处 
为 0， 定 义 9， ft 一 忆 为 


g (xX )= f (2 ): f (2 ) 
则 9 是 (qi—é, dad,+e) xX. xX (a 一 E，G;s 十 E) 上 为 正 的 C ”函数 ， 
在 其 它 处 为 0 。 
(5 ) 设 4CR” 是 开 集 ，CCA 是 紧 致 集 ， 则 存在 非 负 C” 函 
数 了 了 ， 4-> 尺 全 得 
> 0， 当 xEC 
二 0 ， 当 xE 包含 在 4 中 的 某 闭 集 的 外 部 操 


证 , 设 《ac，， 四 ds )EC, 因为 C 紧 致 ， 它 是 有 界 湘 众 ， 凶 访 
存在 于 长 方 体 I 一 [ai—é, G 十 引 :XX Lau 一 2 ds 二 €)， CL, 作 


nb 


As | 


函数 9, 有 "一 尺 使 得 它 是 了 上 为 正 的 6” 函数 ,在 其 它 处 为 6， 作 
闭 集 U 使 得 CCUCA, 命 f (xX)= g(x)。Xu%x), 则 了 (x) 是 
闭 集 1 站 U 上 为 正和 的 C” 油 数 ， 在 1 站 U 外 为 0。 注意 CCINU,， 
TN 人 NUCUC A， 命 题 证 毕 ,| 

( 6) 存在 C” 通 数 f， 4 一 [ 0,1) 使 得 f(x)=1,YxEC, 
其 中 4 是 KR" 中 的 开 集 ，C 是 4 的 紧 致 子 集 , 

证 ， 根 据 ( 5 )， 我 们 已 经 作 好 函数 了 (x )， 使 得 j( x ) 之 0， 
当 xEC。 由 于 光滑 函数 一 定 连续 ， 记 以 总 存在 六 0 使 得 Xx) 
之 ce， XEC。 表 设 9(x) 是 (3) 中 的 函数 ， 则 复合 函数 上 = 
g9。= 即 为 所 求 。 

定理 4 集合 4CR”，2 = 1U}) 是 4 的 开 履 盖 ， 存 在 定义 在 
包含 4 的 开 集 上 的 5C” 函 数组 中 = {9}， 它 具有 以 下 性 质 ， 

(1) 对 于 VxE4，0 委 2(0x ) 委 1 

(2) 对 于 YxGE4， 存 在 包含 x 的 开 集 矿 使 得 除了 有 限 多 个 
0E 抱 2 史 以 外 ， 其 它 2 在 广 上 为 零 。 

(03 ) 对 于 VxE4，Zzeee2= 1，( 根 据 人 2 )， 在 包含 x 的 
某 开 集 矿 上 这 是 有 限 和 )。 

(4) 对 于 VEGB， 存 在 终 中 某 开 集 世 使 得 在 包含 于 避 中 某 
闭 集 以 外 ，92 呈 0 。 

济 记 满足 (1) (2) (3) 的 测 数 组 P= (9} 称 为 集合 
4 的 C” 单 和 位 分 解 ， 如 果 冰 数组 吕 更 满足 04)， 则 称 为 附属 语 谱 
获 的 单位 分 解 ， 

证 明 ， 情 崩 1。 4 是 尝 致 的 ， 

这 时 ， 直 其 有 有 限 开 履 闵 乡 = 二 吉 !,，…，U,},， 我 们 首先 寻 
找 紧 致 集 六 CU 使 得 D; 的 内 点 覆盖 A4， 集 Di(i = 1，…, 7) 
可 以 归纳 地 作出 如 下 ， 设 司 ，…，D 已 作 好 , 使得 {D, 的 内 所 ， 
四 DD 的 内 所， U ,1s "9 局。 团 盖 .4 命 Ciwt== 4A 一 (intD, 避 … 
jinftD ijU 和 oO ， 则 CrinaCUL,i 是 紧 致 的 。 容 易 作 出 
一 蛇 致 集 已 ,， 使 得 

57 


CinCintDe, DinCU 
于 是 泽 致 集 Di( i = 1，…, %#) 已 作 好 。 命 %; 是 非 人 负 C" 谤 数 ， 
它 在 D; 上 为 正 ， 在 包含 U; 中 某 闭 和 集 外 为 0。 因 为 {D,，…, DD,} 
六 A。 所 以 (x) 十 … 十 p(X )>> 0， 对 于 YW XxE 包含 4 的 某 
开 集 U。 在 U 上 定义 
:xX 
VAX ) RIT 7 
如 果 f 了 ，U 一 [0，1] 是 C™ 函数 ， 它 在 4 上 为 1。 在 U 中 某 闭 
集 外 为 0， 则 C” 通 数组 B= {ff 。91，…，f。9w)} 即 为 所 求 的 
单位 分 解 。 


情形 2。4= U Ai;, 其 中 每 一 A; 是 紧 致 的 。A1CintAi,。 


i = 1 

设 多 = 二 410} 是 4 的 开发 盖 ，2 ;= 志和 站 (int4 一 4 从， 则 
;是 紧 致 集 B;==A; 一 int4;., 的 开 覆 盖 。 根 据 情 形 1 ， 存 在 附属 
于 ;的 Bi 的 单位 分 解 B;。 对 于 VYxEA， 下 列 和 和 


ox)= >》 v(x) 


peD;， 所 有 
在 包含 x 的 某 开 集中 是 有 限 和 。 这 是 由 于 如 果 xGE4;, 对 于 ?ED 
(jj 之 i 十 2) 我 们 有 P(x)= 0， 对 于 每 一 个 加 中 每 一 个 %， 
定义 
P(X)=p( x)/0(x%) 
则 <9 即 为 所 求 的 单位 分 解 ， 
情形 3 。 4 是 开 集 


命 41= jxE4 xl< i 并 且 x 到 .4 的 边界 的 距离 > 一 一 |, 然 


后 应 用 情形 2 的 结果 。 

情形 4 。 4 任意 

命 B 是 4 的 开 履 盖 z = {U}) 的 并 集 。 根据 情形 3 ， 存 在 8B 的 
单位 分 解 ， 它 也 是 4 的 单位 分 解 。|| 
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注意 ”定理 中 条 件 (2 ) 的 一 个 重要 结果 要 提 一 下 。 命 CC- 
是 紧 致 的 ， 对 于 VY xEC， 存 在 包含 * 的 开 集 矿 。 使 得 仅 有 有 限 多 
个 YEGG ;EV 上 不 为 0。 又 因为 C 紧 致 ， 仅 有 有 限 多 个 这 样 的 
,可 以 覆盖 C， 所 以 在 C 上 仅 有 有 限 多 个 9 忆 罗 不 为 零 ， 

下 面 我 们 将 用 单位 分 解 来 定义 R* 的 任意 开 集 4 上 的 积分 。 

设 % 二 (LU7) 是 集 4 的 开 覆盖 ,@ = {9) 是 4 的 附属 于 的 单位 
分 解 。 把 忆 选 得 好 一 些 , 例如 是 开 长 方 体 。 给 出 有 界 函 数 f ,A 
RR， 假 定 它 在 U 上 可 积 ， 则 由 于 89 是 C" 函 数 ，% .也 在 U 上 
可 积 。 于 是 我 们 可 以 定义 

jf=- DJ 

上 式 右 边 要 求 它 是 收敛 的 ， 而 且 和 与 各 项 的 次 序 无 关 ， 因 此 我 们 
必须 要 求 右 边 是 绝对 收敛 的 ， 

在 定理 4 的 证 明 的 情形 3 中 我 们 已 指出 ， 开 集 4 是 紧 致 集 
{4 的 并 集 ， 在 每 一 个 紧 致 集 41 中 仅 有 有 根 多 个 PEG 不 为 0， 


所以 积分 | ，f 有 意义 ， 
命题 3 《1 ) 如 果 集 4 有 界 ， 上 ，4 一 尺 是 有 界 函 数 ， 并 
且 / 的 不 连续 点 集 是 零 测 集 ， 则 和 )) | 9 了 收 伍 ， 


FE 
(2) 如 果 纹 = {UU 小 是 4A 的 为 一 开 鹤 益 ，W = ( 是 A 的 办 
属于 2 的 单位 分 解 ， 则 


为 J” 
(3) 设 4 是 Jordan 可 测 的 ， 并 且 厂 ，4 一 尺 可 积 ， 则 上 面 
的 积分 | ，/ 的 定义 重合 于 $ 3.3 末 的 定义 ， 


证 明 ，( 1) 设 4C 闭 长 方 体 五, 并且 | (x)'<M, VxE 4 
出 
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人 12， fI<M | ,0? 
因此 ， 如 果 玉 是 B 的 任何 有 限 子 组 ， 则 有 


Be Bufsr-uf,( De) 


因为 天 有 限 ， 右 边 有 意义 ， 但 是 


P< P=1 


PeP Pt 中 


> | wp. fl<M.: v(A)<M. v(B) 
peF 4 


上 述 不 等 式 对 于 @ 的 任何 有 限 子 组 成 立 。 记 以 》) | I? 
Pep 


/1 收 伍 ， 即 了 ) | Pf 绝 对 收 全 
Pt 中 


《2 ) 如 果 玉 = {是 4 的 男 一 单位 分 解 , 则 {9 分 ，Y9Ec， 
9$EYV, 也 是 .4 的 一 个 单位 分 解 ， 所 以 


1 


Vey 


一 荔 . 2 ， 


-只 人 (是 ， 
-Bf 


pe 
(3) 给 出 se>0， 存 在 一 紧 致 Jordan 可 测 集 CC4 使 得 
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| ，_。1<e， 注 意 C 紧 致 ， 仅 有 有 限 多 个 开 集 U 覆盖 C， 设 相 


应 的 单位 分 解 函数 为 ， 这 些 92 在 C 上 不 为 零 , 命 上 是 这 些 9 的 
集合 , 其 余 的 9 在 C 上 为 0， 在 4 一 C 的 一 部 分 上 不 为 替 。 


ff 
<uf (1 Do) ld,) 


<m| 1< Me 
A-C 


. 2 9 : f=| fl 

1.3.6 积分 变量 替换 

如 果 g，[a，6j 一 R 是 连续 可 微 函 数 ，f ， 尺 一 尺 是 连续 
淫 数 ， 则 已 熟知 

g(b) b 
[of=| Cf 9) .9 

证 明 。 设 f 的 原 函 数 是 FF, 即 Fi/=f, 则 (F。9)=(f。 
9 ) . 9 。 因 此 上 式 左边 是 (9 (6b 一 F(9《 6)) 另 一 方面 ， 
右边 是 

(Fo。9)(b)—(F°。 9)(a)=F(9(b))—F(9(0)) 

如 果 9 更 是 一 一 的 ， 则 有 


| f= |, 人 2) 9 | 


证 明 ， 只 须 分 别 考 虑 9 是 递增 或 递减 的 情形 。 

现在 我 们 把 最 后 一 个 公式 推广 到 高 维 的 情形 。 

定理 5 设 4CA4 是 一 开 集 ，9g9 ，4 一 人 是 一 一 的 连续 可 
微 函 数 ， 使 得 detg《*) 六 0，YVxEA, 如 果 / ,9《(A4) 一 RR 是 
可 积 函 数 ， 则 
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| ,f= |, 。 9 ) .idet9 | 


证 上 明 ， 我 们 先 对 问题 作 一 些 简 化 。 
1， 如 果 存 在 4 的 开 窗 盖 2z = {UU} 使 得 对 于 每 一 UE2& 和 和 任 
一 可 积 图 数 /有 


| | 。 9). ldetg’| 
则 定理 对 整个 4 也 成 立 。 

证 明 ，z = {U}) 覆盖 4， 所 以 {9 (U))} 覆盖 9 (A4)， 命 = 
‘gp} 是 附属 于 开 履 盖 (9(《U)} (因为 9g 是 一 一 的 ) 的 单位 分 解 ， 则 
在 94U) 以 外 ，w= 0， 由 于 9 是 一 一 的 , 所 以 (9 . f )。g9 在 
U 外 为 0， 因 此 下 式 : 


(¥) | ,7 f=|, (9 f)。 9 . idetg| 
可 以 改写 成 
| f=| (9. f)°。 9).|ldetg,| 


peP 


°°9). ldetg’| = (po。9):.:(f°。g9) 
A 区 


ldetg l= { (fog9) .ldetgl 
附 记 ” 设 广 是 9(4) 的 某 开 覆 盖 的 一 开 集 ， 假 设 (*) 也 
可 以 换 成 
C(x) {f= | ,f° 9) .ldetg 


2， 如 果 定 理 对 于 f = 1 成 立 ， 则 对 于 一 般 /也 成 立 。 
证 明 ， 首 先 ， 如 果 定 理 对 于 了 = 工 成 立 ， 则 对 于 了 一 第 数 也 
成 立 。 
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命 太 是 9(44) 中 的 闭 长 方 体 ，r 是 六 的 一 分 市 ， 对 于 工 中 
任 一 闵 长 方 体 上， 命 jf, 是 常数 mf )， 则 


LO DW Dm DD f 
-3 es (fi® 9) ldetg’ 


<2 | Gov 9)ldetor| 


-| ja (f°。 9).ldetg | 
因为 |， f 是 (了 ， 7) 的 上 确 界 ， 所 以 
人 (f°。9).ldetg | 
类 似 地 ， 命 fj/= Mi( f )， 则 有 
[yf | ,0 (Ff ° 9 ) " 上 detg7 |j 


… 人 于 9 ) ldetg | 


根据 1 的 附 记 ， 2 成 立 
», 如 果 定 理 对 于 9， 4-> 人 人 和 上 ， BR 成 立 ， 其 中 
g (A})CB， 则 定理 对 于 组 合 映 射 h。9: 4 一 人 也 成 立 。 


证 明 ， | DR RE ° h )|deth’ |= 
{CF 2 4)e glldeth'le gdetg l= { Cf CE «9)) 


.ldetC(h°。 g)| 
4， 定 理 对 于 线性 变换 9 成 立 。 
证 明 ， 先 证 明 ， 如 果 9 把 闭 立 方 体 了 变 成 24 了 )， 风 
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Volg (I)=|detogl: VolJ 
9 把 R" 的 标准 基 上 映 成 由 9 的 表示 算 阵 的 列 向 量 组 成 的 平面 
多 面体 , 把 这 些 列 向 量 标准 正 交 化 , 9 转化 成 一 个 三 角 和 矩阵 。detg 
是 它 的 对 角 线 元 素 的 习 积 ， 这 些 元 素 的 绝对 值 正好 是 平行 多 面体 
的 长 、 宽 、 高 等 ,所 以 平行 多 面体 9(I1) 的 体积 正好 等 于 |det9g/|。 
现在 我 们 只 须 假定 f = 1， 对 于 任何 开 长 方 体 U 有 


< 一 一 | ， 
| yi Volg (UV)=|detg'| . VolU 


=|detg’|: 人 = detg | 


附 记 根据 3 和 4, 我 们 可 以 对 任何 点 EE4, 假定 g (9 )= 
单位 矩阵 了 。 事 实 上 ， 命 T= 二 Dg(a )。 根据 4， 定 理 对 于 了 成 
立 。 由 于 (7"。9)(4a )= 1。， 假定 定理 对 于 后 者 成 立 , 则 根据 
3 ， 和 定理 对 于 7 了。 。9g) 也 成 立 。 

定理 的 证 明 ， 对 于 ” 作 归 纳 法 。 根 据 定 理 前 的 叙述 和 1， 已 
知 定理 对 于 # = 1 成 立 ， 假 定 定理 对 于 # 一 1 成立， 求证 它 对 于 
n 也 成 立 。 对 于 YaEA, 我 们 只 人 须 找 到 一 个 开 集 U, 使 得 
aEUCA， 并 且 对 于 UU 定 理 成 立 。 此 外 ， 根 据 2 ， 我 们 可 以 假定 
f 二 1， 再 根据 上 述 附 记 ，g’ (9 )= 王 了。 

定义 hh A>R 为 h(x)=(g(X), ,ge-i( % ), X»), 
则 h(a )= IT， 因此 在 包含 4 的 某 开 集 U/CA 中 映射 有 是 一 一 
的 ， 并 且 deth'《 x ) 所 0。 因 此 ， 我 们 可 以 定义 尺 ， AL ) 一 下 
为 R(Cx)=(x， …， xn go (x)))。 于 是 我 们 把 9 分 解 成 
组 合 喘 射 k 。h ， 使 得 其 中 每 一 映射 低 于 ? 维 , 

(g»° bh) (h(a))=g( a) (hk) (a) 
=g"(a): h(a) 
g(a) 

D,(g,°o (h(a))=D,g( a)=13R (h(a))=]1 

因此 ， 在 在 某 开 集 广 ，A (a )EVCh(U') 使 得 在 上 是 一 一 
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的 ,并且 detk‘(X) 寺 0。 命 U= 有 i (U), 则 有 9=k。h， 其 中 
hs Uri， kh VA， 并 是 hh(UD)CV， 根据 3， 只 须 对 hh 
和 和 & 来 证 明定 理 。 下 面 我 们 给 出 的 证 明 ，E 的 证 明和 它 类 似 ， 
并 且 将 更 容易 些 。 

命 WCU 是 轩 长 方 体 ， 玉 = 中 xf[c。，5J， 其 中 站 是 上 ”中 
的 闭 长 方 体 。 根 据 Fubini 定理 


| ee | (| nCD x {x.)) 1dx "dxn.) Jax. 


命 h.， 喇 一 KR" 定义 为 
he (Xis ‘og Xl) 


=(gi(X1 "9 Xp-ly Xs), "ys On-1 (Xs "yg X13 Xa) ) 


则 每 一 h。 显然 是 一 一 的 ， 并 且 
det(ps ) (%,, "yg Xu) = deth’ (%,, “gy Xw) 三 0 
此 外 


ldxdxo1= | ladx,*" dx». 


|， (D x {x,}) h._(D) 


由 于 已 假定 定理 对 "一 1 维 成 立 ， 所 以 


| a (fi aD) ld%1 «oe dan, jx 
= | ,| laet(M YC | 


Xe)|GdXi… dxXe.) ) dx。 一 | wldeth’ | 
同 理 


上 := 上 | (| ld jd dxo- 
k CW) D RO{xys rs Xs} XCas, bel) 


定义 Re La。 bo]-> 尺 为 
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R, - (x») = gaLh"!i(x,, "9 Xo) 


J ,op1= Ce by lds )dxye do, 


= | |。 y ldetCesss. ) en) ld ) deremdaos 


dX,**: dX = 人 aetk 


定理 证 毕 。 | 

附 记 上述 定理 中 条 件 detg (xXx) 二 0 是 多 余 的 ， 这 可 以 从 
下 列 Sard 定理 的 特殊 情形 看 出 ， 

命题 4 命 9 ;AA 是 连续 且 微 浮 数 ，ACK 是 开 集 ,全 
B={xEEA， detg (Xx) 二 0};，、 则 9(B8) 是 零 测 集 ， 

证 明 ， 命 了 是 4 中 的 闭 立 方 体 ， 边 长 为 1， 全 es>>0， 如 果 


N 充 分 大 ， 把 了 剖 分 成 边 长 为 -六 -的 N" 个 立方 体 ， 则 对 于 每 一 


个 小 立方 体 S， 如 果 xES， 我 们 有 
[Dag( x)(y— x*)—(9(9)— 9 (x))| 


<alx 一 ylKeVn( 霹 -) V yES 
如 果 SB 加 选 国定 的 xESmB， 由 于 detg'(%*)=D， 所 以 


Dg( x ) 是 退化 的 线性 变换 ， 因 此 
(Dog(x)C27 一 *): yES}CR" 的 (nn 一 1) 维 子 空间 信 中 ， 


于 是 49(y) 一 g(x)， YES}C 与 广 的 距离 为 er 下- 和- 的 两 平 
行 平面 闻 ， 这 说 明 {9(》)，yES) 位 于 (V+9(x)) 的 两 平 
行 平面 之 间 ， 
由 于 9 是 C' 类 的 ， S 是 紧 致 华 ， 则 -52 在 3 上 有 上 界 ， 所 
以 ||DgC x%x J<MN。 根 据 中 全 定理 
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19(427) 一 9Cx) 窒 .17 一 | 
<M : Vr (yy ) 


因此 {9 (yy)，yES} 位 于 高 小 于 ze (让 ) 底 是 半径 小 于 


MV#(- 鹿 -的 ("一 1) 维 球 的 柱 体 中 ,这 柱 体 的 体积 <C， 


(- 坷 ) 6。C 是 菜 常数 , 这样 的 立方 体 S 最 多 有 AN" 个 ， 所 以 


g (SNB)C 体 积 小 于 C .(- 坷 )。e.N"=C .re 的 集 
这 结果 对 于 任何 e> 0 都 成 立 ， 所 以 9 (SB) 是 零 测 集 ，1{5) 
是 4 的 剖 分 90(B)= [LU gCSN 站 8)， 由 于 S 可 数 ， 所 以 9(B) 
Se 


是 零 测 集 ,| 


67 


第 二 章 微分 流 和 形 
3 2.1 微分 流 形 的 基本 概念 


“ 流 形 ” 的 概念 就 是 欧 几 里 德 空间 R” 的 推广 ， 又 是 建 立 在 
R" 的 基础 上 的 ， 所 以 有 必要 对 空间 人 加 以 说 明 ， 
1. 空间 天 "的 基本 性 质 
尺 表 示 实 数 域 , 及 一 及 XRx…Xx 民 是 尺 的 ?2 恒 笛 卡尔 积 。 即 
全 体 有 了 序 ? ( 实 ) 数组 (Y ， “"'s X ) 的 集合 . 
R={x=(Xx, 2 )， “ER, {i 二 1,…,， 1%) 
作为 向 量 空间 ，R” 中 有 加 法 和 用 实数 乘 的 代数 运算 
X 十 一 (X 十 人 2 十 7) 
ax= (axi, *%, Qx’"), aER 
作为 欧 氏 空间 ，R” 中 定义 了 内 积 
(x%, »)= 2») x'y 
f 三 了 


因而 ， 自然 地 ， 可 定义 范 儿 和 下 离 
| VS (x)? 
i = 1 
dxy，y)=1xX 一 Jy| 
= | > (一 


在 R" 中 还 存在 着 “自然 拓扑 ”结构 ， 如 果 对 每 一 所 XGA ， 
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我 们 取 开 球 
下 (2X) 一 人 ER d(x%, »)<e, ECR 
或 取 开 立方 体 
C(x)={IER", Ix ~—y|<e EER,, 1i=1,…, 1} 作 
为 点 * 的 邻 域 。 就 在 R" 中 导出 了 拓扑 结构 .。 

由 此 看 出 ， 空 间 R” 有 着 非常 好 的 数学 结构 ， 在 本 书 中 根据 
需要 ， 当 我 们 用 到 R” 的 拓扑 性 质 时 ， 就 把 它 看 成 拓扑 空间 并 带 
有 上 述 的 自然 拓扑 。 当 我 们 用 到 KR” 的 线性 性 质 时 ， 又 把 它 看 成 
向 量 空间 。 有 有时， 我们 还 把 KR" 看 成 以 

El 一 (1，0，…，10) 
2 一 (0，1，…，0) 
ce, 一 ( (0 ， 0 ，，…， 1 ) 
为 标准 正 交 基 的 网 氏 空 间 等 等 

2. 拓扑 流 形 的 定义 

在 局 部 微分 几何 中 ， 弗 面 的 参数 表示 就 是 通 过 同 胚 将 忆 
的 一 个 开 域 与 曲面 片 等 同 起 来 ， 这 样 就 在 曲面 上 引进 了 曲 纹 从 
标 。 但 是 用 一 块 平 面 来 天 示 一 块 曲面 的 办 法 只 是 在 局 部 才 办 得 


Xx 
: 图 2.1 
到 。 当 考虑 整体 问题 时 ， 例 如 考虑 整个 球面 ， 由 于 它 和 平面 的 殷 
扑 性 质 不 同 , 平面 到 球面 的 整体 的 微分 同 胚 是 不 存在 的 。 换 言 之 ， 
无 法 在 整个 球面 上 引进 一 种 单一 的 谷 标 使 它 与 或 人 的 开 集 一 
一 对 应 ， 
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当然 ， 可 以 把 球面 看 成 两 个 半球 面 粘 合 起 来 的 ， 而 在 每 个 半 
球面 上 可 以 引进 坐标 ， 关 键 是 要 求 在 连结 的 地 方 能 精 合 得 光滑 ， 
以 便 运 用 微 积分 的 工具 。 篆 这 种 由 几 块 同 胚 于 欧 氏 空间 的 开 域 的 
片 烙 合 起 来 得 到 的 拓扑 空间 就 是 “ 流 形 ”。 下 面 给 出 严格 的 定义 。 

定义 1 一 个 拓扑 空间 M， 满 足 

(1) MM 是 Hausdorff 的 ; 

(2) M 是 局 部 欧 氏 的 ， 即 对 于 Y PEM， 和 在 在 P 的 邻 域 U， 
使 得 

vp Uk 
是 U 到 9(U) 记 RR" 的 同 胚 ， 有 日 PCU) 是 "的 开 集 ， 

(3) M 有 可 数 的 拓扑 基 
则 MM 称 为 1 维 拓 执 流 形 ， 简 记 为 n- 流 形 。 其 中 PU 一 Pp(U ) 称 
为 坐标 映射 ，U 称 为 局 部 侯 标 域 ，(U，%?) 称 为 局 部 坐标 系 或 从 
标 卡 。 如 果 PEU，9(P)= 0， 则 称 坐 标 卡 是 以 了 为 心 的 。 

根据 定义 和 扣 集 扼 扑 的 知识 可 以 证 有 明 

命题 1 ”一 个 拓扑 流 形 是 局 部 连通 的 ， 局 部 紧 致 的 ， 也 是 可 
数 个 紧 致 子 集 的 并 ， 同 时 办 还 是 正规 的 ， 可 度量 化 的 。 

证 明 可 参阅 W.,M. Boothby 的 著作 ，《 An Introduction 
to Differentiable Manifolds and Riemannian Geometry 》 中 
P49， 定理 《3.6)。 以 下 凡 提 到 Boothby 的 书 ， 都 是 指 这 本 书 ， 

3， 人 微分 流 形 的 定义 

定义 2 拓扑 流 形 M 上 的 C 类 (1 一人 oo) 微分 构造 是 
M 上 人 举 标 卡 之 集中 = {(U。，%.。)， aESA( 任 意 指标 集 )+ 满 足以 下 
条 件 

(1) M= 上 U。， 即 所 有 的 U。 覆盖 MM， 

2e A 


(2 ) 对 任意 的 a，PEA， 学 标 卡 (Li。，Fso) 和 (Usp，Ps) 是 
C* 一 相 容 的 。 即 当 Le 站 Usn8 时 ，28，92 和 FP。。 Pi 是 RR 的 
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BS 


开 子 集 FCUUs) 和 pCU 站 Ue) 之 间 的 C* 类 微分 同 旺 ， 
“(3 ) 集合 中 对 于 性 质 (2 ) 是 极 大 的 ， 即 若 存在 〈U，9) 
与 每 个 别 的 坐标 卡 的 相 容 ， 则 必 属 于 中 。 : 


图 2.2 


一 个 4 维 流 形 MM， 连 同 它 上 面 的 C* 类 微分 构造 一 起 组 成 
的 对 (M， 人 中) 称 为 C" 类 +1 维 微 分 流 形 ， 简 记 作 C - 流 形 。C™- 
流 形 称 为 光滑 流 形 。C - 流 形 又 称 为 解析 流 形 ， 它 要 求 所 有 的 

9:。9x 都 是 解析 的 。 本 书 中 所 讨论 的 ， 除 特殊 指明 着 外 ， 都 是 
C - 流 形 。 

命题 2 1M 是 2 - 流 形 ， 如 果 中 = {((U7a，92p 站 是 覆盖 1M 的 一 
族 C” 相 容 的 坐标 卡 。 那 么 ， 存 在 唯一 的 包含 DB 的 微分 构造 9. 

证 明 ， 命 一 = (CU 9)，2o ri: 和 po。 a 是 C 的 ，Y ， 
ED 。 显 然 ，D 覆盖 M， 包含 中 ,。 容 易 验证 满足 条 件 《〈《2 ), 是 
由 构造 法 ， 得 知 它 是 极 大 的 ， 因 此 外 是 所 求 的 唯一 的 钴 分 
构造 。| : 

4， 微 分 流 形 的 例子 

( 1) 欧 氏 平面 BE:。 选 定单 位 长 度 后 ，E? 成 为 度 量 空间 , 显 
然 对 度量 拓扑 是 Hausdorff 的 ， 而 且 有 可 数 基 。 再 选 定 一 直角 坐 
标 系 就 建立 了 一 个 同 胚 〈 甚 至 是 等 度量 的 )2， 上 一 人 人。 天 此 ,我 
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们 用 单个 坐标 系 ( 矿 ， 2) 履 盖 了 名， 其 中 =E*， (VV)= 
人 。 这样 ，E? 不仅 是 拓扑 流 形 ， 根 据 信 题 2，(V，9) 确定 了 
E* 工 的 微分 构造 ， 因 此 是 C - 流 形 。 

在 只 ”上 有 许多 其 它 的 坐标 系 同属 于 由 《三 ，92) 确定 的 微 
分 构造 。 例 如 ， 选 另 -- 直 角 坐 标 系 《三 ，9“ )。 由 解析 几何 知识 
可 知 ， 坐 标 变 换 是 

X =x’ COS0—y sing+ a 
1， 一 X' Sing 十 y cos0 二 5 

显然 它们 是 C” 相 容 的 《甚至 是 解析 的 )， 

同 理 可 知 ，? 维 欧 氏 空间 £" 也 是 C - 流 形 . 

(2 ) Rr? 中 的 开 集 U ”当选 恒 同 映射 id 后 ， (UV ，id) 确定 
了 U 上 的 微分 构造 ， 因 而 构成 微分 流 形 。 若 选 一 同 胚 h, Li; 一 U”， 
则 《U， 有 ) 也 确定 U 上 的 一 个 微分 构造 ， 因 而 也 构成 微分 流 
形 。 如 果 有 是 微分 同上 胚 ， 则 (U，,，id) 与 (U，h) 是 C” 相 容 
的 ， 它 们 确定 赔 一 微分 构造 。 如 果 只 是 同 肚 而 不 是 微分 同 胚 ， 
则 (U，id) 与 (U，4h) 确定 了 两 个 互 不 相 容 的 微分 构造 ， 

例如 ，( 一 1，1)CR， 对 于 VtE( 一 1，1), id(1)=f 
确定 了 一 个 微分 构造 ，h (1 ) 一 上 也 确定 了 一 个 微分 构造 。 但 是 ， 
容易 看 出 ho。id'!， 1 一 是 C" 的 ， 而 id。h 朋 ，t->t 是 不 可 
微 的 。 因 此 ， 它 们 确定 了 两 个 互 不 相 容 的 微分 构造 。 

(3) 球面 > 

设 球 面 9° 的 方程 是 

3 x+y+2=r (r>0) 

用 两 个 坐标 域 U,，U, 来 覆盖 >” ， 其 中 


rr 


U,, > > 一 U,: ?< 


坐标 映射 Pl，U 一 已， 定义 为 以 南极 S( 0，0， 一 7 ) 为 投影 
中 心 的 球 极 投影 。 妈 对 P(x，》，z )EU, 引 连 接 南 极 之 直线 
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交 汪 OF 平面 于 点 C4，v，0)。 将 (w，v) 作为 U, 上 点 
所 对 应 的 坐标 。 类 似 地 ，F,，U ,一 A 是 以 北极 入 为 投影 中 心 的 
球 极 投影 ,把 (x，2) 作为 UU, 上 PP 点 所 对 应 的 坐标 。 着 上 EU ， 
珊 过 简单 的 计算 得 


TX .1 
7 二 ”~ 十 z 
因此 解 出 x ， >， z ， 即 得 ， 
-1 2r*° 2rv 
4 1 : 芯 直 十 了 十 六 J 一 42 十 72 十 六 
了 (天 一 好 一 ) 
本 WU 
显然 ?是 U, 到 R? 中 开 加 红 十 vw 之 37? 的 同 有 中。 同 理 可 得 
p,, hm jr 
一 之 六 — 之 
-1 2 2r 
Vp, 8 X 一 到 2 十 互 2 十 7 > WW 十 0 二 rr 


r (Uo?) 


nu 十 v2 


9p, 是 UU, 到 RR: 中 开 贺 局 十 如 <37 的 同 有 凸 ， 


?3 


- 2 ; r2v 
J 让 十 2 

， rH rv 
-TT RT 


因为 在 恕 内， 十 二 0 十 >>0， 所 以 3 5 是 (4w，v) 
的 函数 ,反之 也 一 样 。 根 据 命题 2, 球面 > 连同 由 〈(U,, ?1)， 
(U,，V,) 确定 的 微分 构造 成 为 C”- 流 形 . 

(4 ) 开 子 流 形 。C “~ 流 形 几 的 开 子 集 还 是 一 个 微分 流 
形 。 设 (U, 9) 是 任 一 与 六 相交 的 .tf 中 的 局 部 坐标 系 。 命 U’ = 
UfIV， 2 =9lunv， 则 (UU ，8”) 的 全 体 构 成 入 的 微分 构造 。 

(5 ) 一 般 线性 群 C 人 9#， 只 ) 

设 M 二 4n X1 和 矩阵 《op 让， 令 4 一 (ca 和) 对 应 于 《al 
Oley Orie “sg On “Ss Ci “*’, nn)， 则 M =R”。 根 据 例 ( 1 )， 
MM 是 w- 流 形 。 注 意 

GlI(n， RR)= (4EM， detA 志 0}) 它 是 MM 的 开 子 集 , 由 (4)， 
GI(n，R) 是 杂 的 开 子 流 形 。 

(6 ) 积 流 形 若 Mi，@) 和 (4M:， 9) 分 别 是 m 维 和 
n 维 的 C“- 流 形 。 那 么 则 ,X 人 :是 中 十 % 维 L - 流 形 。 它 的 微分 
构造 是 由 如 下 的 坐标 卡 所 确定 的 ， 

{(U,. XxXVp, Pa XPa) (Us Ps)ED,, 
(Vp, PPED,, PaXPps (Xx, I)>(Pal x), Poly )) 
EER" XR, XEU,, yEVe) 
积 流 形 的 一 个 重要 例子 是 环 面 7 一 3 x> ， 它 是 两 个 圆周 
的 积 。 更 一 般 的 ，7" 二 3 x…XxX5S 是 n 维 环 面 ， 它 是 加 的 * 重 
个 
积 ， 也 是 一流 形 . 
(7 ) 实 射影 空间 全 
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设 X*，yER™ 一 {0})， 如 果 有 ER 存在 ， 使 Xx = 一 cy， 则 
称 xXx，y》 是 等 价 的 ， 由 x 决定 的 等 价 类 记 作 [Xj=[x，x’，…， 
X™]， 命 

RP”™= (CX) xER™—{ 0))} 
称 为 m 维 ( 实 ) 射影 空间 

例如 ，RP: 就 是 R: 中 经 过 原点 的 所 有 直线 构 成 的 空间 ， 可 
以 证 明 ，RP” 是 Hausdorff 的 且 满 足 第 二 可 数 公 理 。KP” 上 的 
微分 构造 可 如 下 规定 ， 引 进 一 组 坐标 卡 

Ui= {CX) CX XT ), XR 0 ,i= 1,.,m+1l 

i=1 1 Sr) 


] 
Pi(x! 和 X” 1 ) 一 各 是 和 ~ 一 是 - 
f 多 多 x! $ 人 S x 9 x 多 多 x! 


在 Ui Uy 中 一 各/ 季 ，h， 
/w= 
这 些 坐 标 变 换 部 是 有 理 函 数 。 所 以 RP” 是 m 维 解析 流 形 . 
(8 ) Grassmann 流 形 
令 G(R')=({Kr，R 是 RR 的? 维 子 空间 ，0 之 ?二 %}。 设 


图 2.4 
FF 是 R" 的 1 一 ? 维 子 空间 ，U (FE)={RCR, PNE=(0}}). 


网 GR") = UY ( 玉 )， 可 以 在 G,(R”") 上 定义 后 扑 ， 使 所 有 的 
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U(E) 都 是 开 集 。 

设 丘 的 基 为 ev …，ew， 再 扩张 到 开 上 ， 得 到 el，…。、enm 
er ，Ex。 其 中 21，…，e; 张 成 子 空间 下 , 则 任 一 REUL(E) 
瞧 一 确定 了 投影 rr: 天 一 正和 rr， 及 一 兢 。 而 且 rr 是 同 胚 。 因 
此 唯一 确定 了 线性 映射 上 =r: 。ri， 王 一 已 。 反 之 ， 有 也 唯一 
确定 一 个 REU(E)。 所 以 有 同 胚 映射 

/ ¢, U(E)—>L(R, R”™") 
令 M(rT， ?7 一 rr) 表示 全 体 r x(+ 一 +r ) 矩阵 之 集 ， 则 
U(E)SM(r, n—r SR‘"" 

这 样 ， 在 每 个 U(E) 上 规定 了 坐标 上 映射， 不 难 验 证 ， 它 们 是 CC 
相 容 的 。 因 此 ，G.(R”") 是 实 解 析 流 形 ， 当 ? = 1 时 ，Gi,(R")= 
RP™wW: 

5。. 可 微 映射 各 可 微 旺 数 

定义 8 设 M 和 NN 分 别 为 m 维 和 +#* 维 C” 流 形 ， 映 射 

F: M—>/N 
如 果 对 于 YPEM， 习 PP 的 坐标 卡 (U,，P) 和 FF(P) 的 坐标 卡 
(让 ， 甸 )， 使 得 FC(U) 忆 让， 而 且 映 身 
bp° Fo0, PUP VV) 

是 上 ”的 ， 则 称 环 是 由 M 到 六 的 C” 映射. 
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注意， 定义 与 坐标 卡 的 选择 无 关 。 因 为 车 在 PP 和 已 (已 ) 处 
选取 另外 的 坐标 卡 时 。 由 于 微分 流 形 的 坐标 卡 之 间 是 CC“ 相 容 
的 。 在 一 对 坐标 卡 之 闻 的 C” 映 射 。 在 另外 的 坐标 卡 之 闻 也 是 C™ 
映射 。 

当 定 义 中 的 六 = 尺 时 ， 我 们 可 取 内 尺 一 下 为 恒 同 映射 这 
时 FF，M 一 R 的 C” 性 依赖 于 

F 。9,, vp(U)—>R 
的 C” 性 。 当 满足 此 条 件 时 ， 称 斑 ，M 一 为 M 上 的 ~ 函数 ， 
例 M 是 CV 流 形 ，(U，P) 是 一 坐标 卡 


r”’: R"->R 
售 ri(a!， *， Gi, a*)=a’, 出 x 一 r op, [一 玉 称 为 (17.op) 
的 坐标 函数 。 显然 ， 坐 标 函数 x”，1i = 1，…，7 是 CC” 函数， 
最 后 给 出 可 微 映射 的 一 个 等 价 定义 : 
映射 四 
F:; MN 
如 果 对 于 入 上 任 一 C ”函数 9g，N 一 R， 都 有 
go°F, M->R 


是 M 上 的 C” 函数 ， 则 称 政 为 从 M 到 N 的 CL” 映射 。 


$2.2 切 空间 与 切 映射 


1. 人 中 一 上 感 处 的 切 问 量 

设 a 是 RR" 中 一 点 ， 所 谓 4 点 附近 的 CLC” 函数 1 是 指定 义 在 
4 的 某 个 邻 域 U 上 的 C™ 通 数 。 我 们 在 a 点 附近 的 所 有 C” 函数 
中 定义 一 种 等 价 关系 ， 函 数 f ~ 9 ， 当 而 仅 当 在 o 的 某 个 令 域 中 
f= 9。 用 (ff J 表示 由 f 代表 的 等 价 类 。 每 个 等 价 类 称 为 a 点 处 
一 个 C” 通 数 (germ)。 G6 点 处 的 全 体 C~" 函 数 芽 的 集合 用 
C~( a ) 来 表示 。 

定义 1 [fi+(9)=[(f+9) 

kf)={CRf), KER 


《7 


即 由 4 点 邻近 函数 的 运算 诱导 出 函数 芽 的 运算 。 因 此 ，c 点 处 C” 
函数 全 构成 向 量 空 间 。 
如 果 再 定义 
Cf):(9)=[f . 9) 
则 C™~( 4 ) 构成 实数 域 上 的 代数 。 
为 了 书写 方便 ， 以 后 用 到 芽 ( 时， 省 去 括号 内 写 f， 
在 Kk" 中 以 4 点 为 起 点 的 全 体 向 量 构成 一 个 1 维 向 量 空间 , 即 


图 2.6 


kK" 在 a 点 处 的 切 空 间 ， 记 成 A")。 显然 有 同 构 关系 
TR’)R" 
设 上,。s， 上 ,，"…， 上 ws 表示 由 原 人 中 标准 正 交 基 平移 到 a 所 得 
到 的 1 ,fr") 的 一 组 标准 正 交 基 。 则 (AR") 中 任 一 向 量 兴 。 可 
表示 为 
人 入。 一 2 a'F eo 


1 =} 
设 f EC-(e), 用 Af= 》 a'- 引 | 来 表示 函数 f 在 点 
f = 1 “ 


沿 方 向 个 。 的 方向 导数 。 因 为 Af 依赖 于 乒 , 点 4 及 方向 站 。， 因 此 
用 Xsf 表示 更 好 。 这 样 
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Xsf= DD) af 
i=1 
当 给 定 后 ， 任 一 /EC (2 ) 唯一 地 确定 了 一 个 实数 六:f。 因 
此 了 一 人 sj 定义 了 映射 
As C*(a)—R 


类 
9 
及。 一 C' 一 一 一 
用 X= 》 cwi- 


f 三 


表示 这 个 映射 是 合理 的 。 我们 称 ?为 


不 :方向 的 方向 导 子 。 由 于 XI(x )= 一 a， 所 以 只 要 知道 X 在 坐 
标 通 数 x = 二 r(x) 上 的 值 ， 向 量 六 。 和 映射 ?就 完全 确定 了 。 

由 导数 的 性 质 , 容易 看 出 ， 如 果 c, HER。f, gEC~( 4a) 则 

(1) Ais(af + pg)=a(Xsf)+h( X29), 

(2) AI .9)=(Xif)og( a)+ f(a)(Xg), 

2.， 叶子 空间 

定义 2 全 多 (4 ) 表示 具有 上 述 性 质 (1)、(2) 的 映射 
C™~( 4 ) 一 尺 的 全 体 ， 即 

g(a)= {DC™"(4 ) 一 下 满足 条 件 《1)、(2)} 

这 些 DE9B(a) 称 为 C" (9) 一 玉 的 导 子 (derivation )。 

如 果 对 于 VD!，D,EZB(a) a PEKR,，fEC"(a)， 定 义 

(aD,+BD,)f =aDf +pbD,f 

其 中 右边 的 运算 是 在 中 中 进行 的 。 那么 容易 证 明 儿 (4 ) 是 实数 
域 情 上 的 向 量 空 闻 ， 我 们 称 它 为 导 子 空间 . 

定理 1 了 7 了 .(R”") 之 9( 4a)( 向 量 空间 的 同 构 ) 

为 了 证 明定 理 ， 先 给 出 两 个 引 理 

引 理 1 命 D 是 9(4) 中 任 一 导 子 ，fEC"(a) 是 5 的 某 
邻 域 中 的 常 值 函数 ， 则 Df = 0，。 

证 朋 ， 因 为 DD 是 线性 的 ， 只 须 证 明 ， 如 果 1 表示 取信 为 1 的 
常 函 数 ， 则 D1 = 二 0 。 注 意 

Di=D(1 :1)=D1) .1+1: (D1)=2D1, .D1l= 0.,. |] 
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引 理 2 命 f(x，…，x"”) 是 在 某 开 集 UU 上 定义 的 C" 一 函 
数 。 如 果 aEU， 则 存在 4 的 一 个 邻 域 BCU， 以 及 定义 在 83 上 
的 C" 一 前 数 g，…，g"， 使 得 

(1) g(a)= 2 


» 
党 四 悦 


C2) f lx, x")= f(a)+ 3 (对 一 aD9 (0x )。 


证 明 ， 命 BCU 是 6 的 一 个 球 域 ， 注意 对 于 x 
f(x)= f(a)+ |), f(att(x—a))d 
因此 ， 


1 (fa)+ (a) { (WS) 


t=1 + 


人 


命 


让) dit, j=1, ,1 
j++- ) 


这 些 是 C” 函数 且 满 足 要 求 的 两 个 条 件 。| 
定理 的 证 明 ， 由 于 给 定 了 X.ET。(R")。 就 唯一 确定 了 
XE 9( a )。 这 样 决定 了 一 个 映射 
TCR 2(a ) 
(1 ) 此 映射 是 一 一 的。 因为， 如 果 及 ?== 了;， 则 对 于 
VfEC~( a )， 有 XX:f 一 Vf， 特 别 对 坐标 函数 x/ 有 
XY¥( wx’)=Y*(x’) 


设 2X。 -= 》) a’'FE jia, Y .= 2 Bb'Ei, 则 
f=1 i 三 1 
#( yl Val oa 
AX*(x’)= Sa 3 a 


, , Bx! , 
Ys(x)= 5p =p’ 
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xj 一 pi， 即 六 一 了 。 
C2) 比 映 射 保持 代数 结构 车 Ze=ak 十 67 3 PER, 
则 对 任意 的 /EC™(a )， 有 
ZH( f)=(aX.+hY) 


- y (aa + BB') Ff 


t= 1 


=e Dat Dp 


| 一 CA 如 tj/ 十 DY :sf =( 站 py f 
(3 ) 此 映射 是 在 上 的 ， 邑 要 证 明 对 于 Y DEg(0)， 存 在 
.ET.(R*)， 使 得 := 喇 
任 给 DEgB (a), 设 rix, X= 二 X' 2 二 1， hn 


是 坐标 函数 ， 再 设 Dr'=a'。 考 虚 向 量 义 ,= 》，a' 玉 is， 它 对 应 


i1=1 
的 导 子 为 上 s -有 
X*f= Y 2f_- of 
i=1 " 
另 一 方面 ， 根 据 引 理 2， 在 f 的 定义 域 中 的 某 个 开 球 8B 上 ， 
有 


f(x)=f(a)+ >》 (x'~a)g( x) 


4 二 上 


所 以 
Df=Di(a)+ >》 {Dlx'~a)g (a)+0 . Dox) 


1 三 1 


一 V1 Dx! .gi (a)= DG | —_X*f 


t= 1 
由 于 f 是 任意 的 ， 所 以 万 一 天 
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定理 允许 我 们 把 RR" 在 一 点 处 的 切 空间 7。(R") 与 导 子 空间 
本 0 ) 等 同 起 来 。 在 这 种 等 同 下 ， { 4) 的 标准 基 已 ,。 已 
等 同 于 -2 | ，…，-。| ， 其 中 -2 | 是 在 坐标 轴 方 向 上 


的 方向 导 子 ， 即 


了 . 


9 
ErnbPr bi Tr 


做 了 这 种 等 同 之 后 ， 可 以 将 冰 号 去 掉 , 六 sf 将 写 成 <oj 。 今 后 , 欧 
氏 空 间 中 的 问 量 给 了 我 们 关于 在 一 所 的 切 空间 的 几何 直观 ， 而 在 
形式 定义 和 证 明 中 ， 我 们 将 利用 上 面 的 思想 ， 在 一 点 的 一 个 切 问 
量 ， 是 在 C “(a ) 上 的 满足 导 子 屏 积 法 则 (也 称 为 Leibniz 法 划 ) 
的 线性 算 子 。 对 于 切 向 量 的 这 种 观点 ， 除 了 它 的 形式 化 和 抽象 性 
外 ， 它 相对 地 更 容易 运用 。 我 们 将 利用 这 种 观点 把 切 向 量 推广 到 
微分 流 形 上 . 
3， 流 形 上 的 切 向 量 
定义 3 1 是 C 的 ss 维 流 形 ，4 EM,C (a) 是 a 点 处 全 
体 C“ 实 函 数 芽 的 集合 ， 则 M 在 6 点 的 切身 量 是 实 值 函 数 
AeC“(a)>R 
满足 
(1) Xl(af+po)=aX,f+bX,g 
(2) XA(f :9)=(X.f): 9(a)+ f(a)(X.g) 
其 中 2，pEA ff，gEC™(a) 
定义 4 MM 在 46 点 的 全 体 切 向 量 的 集合 记 成 LM ) 或 必 ,或 
T(M， 4 )。 当 规定 
(X+Y)f=Af+r] 
(6A)f=b(Xf) 
运 筠 法则 后 ，7T。,(M ) 构 成 向 量 空间 ， 称 为 村 在 4 点 的 切 室 间 . 
不 难 验 证 此 定义 是 合理 的 ， 
下 面 要 给 出 切 加 量 在 局 部 从 标 系 下 的 坐标 表示 ， 
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设 (U，9) 是 包含 o 点 的 局 部 坐标 系 。 其 中 坐标 为 〈x1，… 
2 ), 1 一 1]，…， 1 f EC*(a), 定义 


( 玄 ) / =f P(g a )) 


其 中 是 Fr" 中 的 举 标 函数 ， 容 易 验 证 ( 妃 )】 是 M 在 o 点 处 的 
切 问 量 . 
引 理 8 设 x ，… ”是 V 忆 6 的 局 部 坐标 ， 且 使 《9 )= 
0, 一 1，… 1。 则 对 于 V 三 EC” da )， 存在 7 个 通 数 彤 ， 
…，。 fs 忆 EC~( a ) 使 得 
fi( 4a) -( 刻 ) f 
而 且 在 4 的 某 个 邻 域 中 


f=f(a)+ 2 x 


i= 1 
证 明 可 参看 引 弄 2 。 
定理 2 设 M 是 C" 流 形 , 点 6 所 M 附 近 的 局 部 坐标 为 (x ，… 
Xx”), 如 果 人 .EM 。 则 
X= 》1 (Xex) (一 
六 Cs) 
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(GD) 1 一 工 ， 机 n } 形 成 M。 的 一 组 基 . 

证 明 ， 设 4EM。，j EC (ao)。 在 局 部 坐标 系 下 ， 如 果 x 
(4) 二 0，i 说 二 1，…，#。 可 令 y'=x' 一 x/(a)， 则 y'( a )= 
0 ， : 一 1， "1 而 且 

of of 
(32) (3 。 
设 c 后 C"(a ) 是 常 值 函 数 芽 ， 则 
XC)=cX(1)=eX (1)tceX(1)=2cX.(1)=2X,(c) 


Xe(c)=0 


再 根据 引 理 3 ， 


XX 0)+ ») | 


1 = 1 


XA + 2 CKy f(a) ty a KXAN) 
i=1 


最 后 再 证 明 人 过 六), ，i = 1，…， +4】 是 线性 无 关 的 就 


OX 
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7 xi 一 xx/ 一 0， 一 1，……， 
所 以 ，{ 人 -2 ) ，i = 1，…，#j 线 性 无 关 ， 构 成 M, 的 一 


组 基 。 | 
由 此 可 见 ，# 维 流 形 在 其 上 任 一 把 处 存在 唯一 的 切 空间 ， 在 


局 部 坐标 系 下 ， 它 是 由 (7) ， 一 1，…， n 为 基 张 成 的 


n 维 向 量 空间 。 由 于 我 们 采取 了 “ 导 子 的 抽象 定义 ， 显 而 易 
见 ， 切 向 量 与 切 空间 的 概念 与 坐标 系 的 选取 无 关 。 在 不 同 的 局 部 
避 标 系 下 ， 它 们 只 不 过 有 不 同 的 坐标 表示 罢了 。 

设 避 ， 矿 是 朵 的 局 部 坐标 域 ， 且 已 和 矿 六 下。 并 且 (x ，…， 
x”) 是 (U，9) 的 坐标 淫 数 ，(y*，…，y ) 是 (三 ， 幼 的 仅 标 图 数 ， 
则 在 a EUAV 处 ， 对 于 EC*(4a) 


7(f)= pi ° 0 ) 


(fp!lopep) 


= 7 


一 》 - (Ff op! ) 9 -T(r op oP!) 


t= 1] 
- 》 2 
全， xDy 
这 就 是 坐标 变换 之 下 基 变 换 的 公式 ， 
4、 切 映射 
定义 4 若 肝 和 NN 都 是 C" 流 形 ，F :M>N 是 一 C 映射 ，F 
在 x 忆 MM 的 微分 d4 是 一 映射 
dF : M ,—rlN ps) 
使 得 对 于 XEM,，9 EC (F(x))， 有 
, dF(X)(g9)=X(9 。F) 
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人 


dF 有 时 记 成 DF，F' 锋 ， 更 经 常 记 成 也 ， 也 称 为 映 射 到 在 > 点 
的 切 映射 


图 2.8 


容易 证 明 ，dF(X) 确 是 FFCx) 点 处 的 切 向 量 ， 因 此 上 面 的 
定义 是 合理 的 , 这 只 要 证 明 dqA(X ) 满 足 导 子 的 两 条 性 质 就 够 了 . 

由 定义 还 可 姥 出 ， 切 映射 是 线性 的 ， 

下 面 考 不 切 映 射 的 坐标 表示 。 设 M 上 6 点 处 的 局 部 坐标 系 是 
(U，9)， 最 然 P:U 一 Pp(U)SR” 是 C" 的 , 而 且 9*9(U DU 
也 是 C 的 。 

PE A ee 


对 于 ! sk ) 的 基 回 量 


86 


( 言 ). (六) ]1 =-( 让 )， (fo )= 人 ) 


f 即 在 93 之 下 7 是 -7 的 像 。 


再 设 N 上 F(a) 点 处 的 局 部 坐标 系 是 ( 信 ，$)， 以 (Cy'，…， 
y”) 为 坐标 。 以 上 的 讨论 对 都 是 成 立 的 ， 
映射 F:M 一 入 在 上 述 局 部 坐标 系 之 下 ， 可 表示 为 
y=y (XX, Xx”) 


全 
设 X= Da( Br) sM JyEC(F( 0) 
二 让 4 


(dF(X)I9 = X(9 。F) 


0 
=- Da (rr) (9 PF) 
i=1 “ 
O 
一 a (Br) gg。°。Fop! 
入 or 人 P() ( ) 
1 
一 > (过 和) (9 op liopo Fo。 90!) 
f=1 7 Pt) 
yon ,0 
-0 (高 ) .pea? 9) (jo 
xX(s’opo。F 。0) : 
- - : 39 , 5 
2 day’ P(a) 5 F)| 


他 
;oF ( 充 7) g 
1 全 5 ) 9y’ Fra) | 
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其 中 s 是 R" 中 的 举 标 函数 ，r' 是 R" 中 的 坐标 函数 。 


M NN 
(CD) 
T 


”以 


R™ | 六 
esp(C) sp (Fa)) 
本 

ar ods! 
图 2.10 
.，dF(X) 一 i。 FY) 
CX) 入 人 FI ay’ ) 
如 果 取 乞 的 基 向 量 -<r， 则 有 
9 从 | 9 0 
i 
其 中 省 格 了 下 标 。 和 矩阵 
By oy 
ax! ” ” 9x” 
(dP) (Br ye F))- 


称 为 驯 射 户 :M-~N 在 点 aEM 处 ， 在 基 人 2 和 人 27 之 下 的 
Jacobian。 了 上 映射 下 的 Jacobian 的 秩 称 为 映射 捕 的 秩 ， 对 M 的 不 同 
点 ， 其 秩 也 可 能 不 同 。 
命题 ” 若 M 是 连通 C" 流 形 ，NN 是 0" 流 形 ， 厂 :M>N 是 C~ 
映射 ， 如 果 对 每 一 点 * 刁 M，dF 二 0， 则 玉 是 常 映射 
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证 明 ， 命 y 拭 后 (M)，F1(7y) 是 闲 的 ， 我 们 将 证 明 它 也 是 


开 的 。 为 此 ， 设 x*EF 《yy)， 分 别 选 择 x 和 > 的 坐标 卡 为 〈L， 
X ， “yp x") 和 (VV， y', 四 y), 使 得 F(U) 守 VV， 那么 在 U 
上 


因此 函数 y。 下 在 凡 上 是 常 孝 数 ， 由 此 推出 FU)=y。 这 样 
FY) 是 开 的 ， 又 因 计 是 连通 的 ， 所 以 有 


f(y )=M 
即 


PFCM) 一 ?了 | 
最 后 说 明 切 映射 的 链 法 则 成 立 。 若 让: M 一 N，G:N 一 P 者 
是 C~ 映 射 。 则 
d(G 9 F ):=dGsper, © dF, 
证 明 ， 设 XEM,，hEC*(G。F(x))， 则 | 
(Cd(G° FXIh=X(h °° (Go F))=X((h C)。 万 ) 
dF(X}h oo。G)=(dG odF (XI ). | 


作为 特例 ， 我 们 看 到 C" 流 形 M 的 某 一 华 标 域 U， 它 是 必 的 开 
子 集 ， 本 身 也 是 一 C“ 流 形 ， 包 含 映 射 


it:U->M 
是 CL“ 映射 ， 则 切 映射 


dj:U —>M.(xEU) 
是 向 量 空间 的 同 构 ， 今 后 我 们 将 把 这 两 个 疝 量 空间 等 同 起 来 。 
5. 渡 形 上 一 条 赐 线 的 切 回 量 
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定义 5 Cr 了 映射 ocx(a，0)~M 称 为 中 一 条 光滑 曲线 。 
设 1 已 (4，65)， 那 么 曲线 o 在 + 的 切 向 量 是 


ot) 
tf 
"i 
7 
2.11 
d 
do( 于 - , JEM, 


简 记 成 ol t )。 如 果 ct 1 ) 的 局 部 坐标 取 为 (U， xX, "ys X )， 出 
ro 条) 


人 : 
~ d 1 。 (Rr) 
1 = 人 dr ) (x 0) 9X of) 


设 FM> 和 NN 是 C“ 映 射 ，XXEM:.， 过 x 点 作 一 CL" 一 曲线 0 


(a，6)>M， 使 得 X=0(1)l=do( -全 ) 一 0. 根据 链 法 


则 ， 渡 在 dF: 下 的 像 Y 可 表示 为 
7 = dF(X)=dF(do( $$ ) ) 
=dCF:ol 如) 


也 就 是 说 流 形 和 在 (x) 点 的 切 向 量 六 =aF(X) 正 好 是 CL 一 曲 
线 让 。oif(a，5) 一 在 1 = 0 处 的 切 向 量 。 这 给 出 了 由 切 问 量 
久 EEM, 求 对 应 的 切 向 量 Y =dF( 玉 ) 忆 Neow 的 一 个 直观 方法 ， 

作为 一 个 特例 ， 如 果 M = Rr， 这 时 0:(4，6 ) 习 A 是 欧 氏 空 
间 所 中 的 一 条 光滑 曲线 。 孝 么 
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t=0 


如 果 将 这 个 切 向 量 对 应 于 刁 "中 
do! dao” 
(入 - ， 和 
则 我 们 有 


1)=lim oth) ot) 

h~>0 h 
由 此 又 可 看 出 ， 在 M =R" 的 特殊 情形 中 ， 切 向 量 的 概念 与 欧 氏 空 
冯 中 切 向 量 的 几何 概念 是 完全 一 致 的 ， 


$2.3 上 切 空 间 与 拉 回 映射 
考虑 LC" 一流 形 MM 上 的 C" 遂 数 :1M 一 玉 的 徽 分。 按照 上 一 节 
的 讨论 ， 
df:T(M, Xx)>T(R, f(x)) 
应 满足 


df(X)=X(f)4 


其 中 + 是 情 中 的 徐 标 函数 ，-5 -是 切 空间 TCR， f(x )) 的 基 向 


量 。 但 是 由 于 T(R，f (x)) 自 然 同 构 于 尺 ， 其 对 应 方式 为 
1 > 
因此 ， 我 们 可 以 通过 这 个 局 构 ， 等 同 这 两 个 空间 。 那 么 
df:T(M, x)>R 
是 T(M，x) 上 的 线性 函数 ， 即 df ET (M，x*) 
T(M，X* ) 的 对 偶 空 间 ， 它 可 以 表 为 
df( x)=X 


切 空间 


其 中 XETC(M，x)， 
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命 (UT，xL，…， 各 是 x 握 M 附 近 的 举 标 卡 ， 切 向 量 多 E 
T(M，x ) 可 表示 为 

X= DD XK) r= 2 or 

f= 1 - } 1] 


OX 


水 么 


df(X)=XCP= > oa 号 
上 1 


0 


举 标 泗 数 x 的 微分 dx' 扮 演 着 重要 的 角色 ， 由 于 
i 1 当 1 == 7 
dx! 9 一 2X 一 -| 
<\( ) lo wixj 
所 以 tdx'，『 一 1，…，4#)} 构 成 对 偶 空 间 7 (M，x ) 中 对偶 于 
27 i 1, n | 的 基 ， 称 为 | -7 i 二], | 的 对 偶 基 。 


0% 


因为 当天 = 2) of 一 7 时 ，dx(X) 一 0， 所 以 


1 = 1 


df(X)= Deh 也 of -dx'(X) 


+ 二 


即 
| 
WP 9 i 
df pl Tr-dsx 


当 M = 此 时 ， 这 承 是 多 元 国 数 的 向 分 公式 。 

定义 7T(M，x) 的 对 偶 空间 7 (1M，x) 称 为 流 形 M 在 > 
点 的 上 切 空间 或 余 切 空间 ， 也 记 为 1*(M) 或 Ms 

上 面 的 结 时 可 以 概括 为 ， 

命题 C” 一 流 形 1 在 点 的 上 切 空间 是 六 (M，x)， 在 局 
部 谷 标 系 (UJ， 和 刀 ，…，%) 中 ， 是 以 tdx|， 1 一 1，…， 站 )》 为 
基 撒 的 问 量 空间 。 HdimT (M, x )=dimT(M, *)=dimM. 
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任 一 djf .ET (CM，x ) 可 表示 为 
df.= 人 ff de | 


OX’ 
i= 1 * 


我 们 已 知 C” 映射 太 M 一 入 诱导 出 在 x 全 M 和 F 忆 ( xX )EN 的 
切 空间 之 间 的 映射 下凡 .一 入 row。 同时 ,FF 还 可 以 诱导 出 * 全 4 
和 F(x )EN 的 上 切 空间 的 映射 。 : 

定义 C" 映 射 焉 :MM 一 NN 在 XEM 和 F(x )EN 的 上 切 罕 同 
诱导 出 的 上 切 映 射 是 切 映射 df 的 对 偶 映 庙 6F:T*(N，,，F(%)) 
一 7*(M，x )， 满 是 对 于 XETCOM，X ) 和 wET*(N, FF(%)), 
有 

SF(O)(X)=o(dF(X)) 

注意 ， 这 是 由 六 的 上 切 空间 到 M 的 上 切 室 间 的 线性 映射 ， 所 
以 也 称 为 拉 回 映射 ，6f 也 记 作 了 

当 FF:M>N,， xEM, F(x)=》，fEC (Y》)。 因 为 
dfET(N，y》)， 所 以 对 于 XET(M，xX) 

SF(df)(X)=df(dF(X))=df cea (X)=d(f 。F)(X) 
因此 ， 我 们 得 到 

oF(df )=d(f »。F) 

拉 回 上 映射 也 有 相应 的 链 法 则 。 当 了 :1MH 一 N 和 G:N 一 一 都 是 
C “上 喘 射 时 ， 

6(G oF):= (6F),° (8G), 
其 中 Y=F(x)，2z 二 G(y)， 


热 悉 下 面 的 图 表 是 有 益 的 ， 
F G 
M—>N—>P 
dF dG 


M,——>N,——— PP, 
oF DG 
Mt Ni 一 P 


下 面 考 虚 上 切 映 射 在 局 部 坐标 系 下 的 表示 ， 
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设 4EUCM, 以 (x ， "sg X ) 为 局 部 党 标 ， bEeErcNn, 
by, y》 ) 为 局 部 坐标 ， FsM—N 使 F(a)=b， 其 局 部 
坐标 表示 为 

| y = 一 y (%, ,xX") 


y=y XXX ) 


我 们 已 经 知道 切 映射 为 
dF (X)= X(y .FF) 
> (去 ) 
其 Jacobian 矩阵 为 
oy: ay! 
CDXL ? Ox" 
(dFY=| 
32 2 
ox! » 多 OX™ 
今 设 = 》， DidyEGNt，6F(o)= 2 wadx'E Me 
i=1 j=1 
则 


sr (oy=ap( 2 ody] 
-2 ui[6F (dy’)) 


一 2 vitd(y °»。 F)) 


1 1 


j 
小 一 党 村 


9 
和 3 (y’'°。 F)adx 


l 


1 4 axl” ' oxi 
: ax” ’ ” ax” 
其 中 蛮 换 矩阵 记 为 (6F )， 容 易 看 出 Cd) 与 (6 ) 互 为 转 置 矩阵 。 
上 面 的 结果 还 可 以 写成 
_ 9 
3 0) 和 2 Eia( ax! 有 di 
最 后 说 明 切 映射 ,与 上 切 映 射 卢 有 如 下 的 关 系 ， 若 下, 是 单 
一 的 ， 则 严 是 在 上 的 ， 反 之 ， 若 斑 , 是 在 上 的 ， 则 已" 是 单一 的 。 


32.4 子 流 形 


1. 子 流 形 的 概念 及 例子 

设 M 和 NN 分 别 为 m 维 和 nn 维 C" 一 流 形 。F:M 一 NN 是 C” 映 
射 。 一 般 地 ，m 和 “可 以 是 任何 非 负 整数 。 现 在 我 们 讨论 全 二 
时 的 一 些 特 殊 的 、 重 要 的 映射 

定义 1 下 :1M 一 人 是 CC 的。 

(1 ) 如 果 对 于 Vx EM，d7 .都 是 非 退 化 的 ， 即 在 x 点 的 
Jacobi 知 阵 的 秩 等 于 m， 则 称 下 是 从 M 到 NN 的 淄 入 (immersion)， 
(下 ，MM) 是 入 的 浸入 子 流 形 ， 

(2 ) 如 果 F 是 从 M 到 NN 的 单一 浸入， 则 称 (F，M) 是 入 的 
一 个 子 流 形 ; 

(3 ) 如 果 玉 是 从 M 到 NN 的 单一 的 浸入 ,而且 fF: MM 一 fF(M) 导 
NN 是 同 胚 映射 ， 则 称 下 是 从 M 到 入 的 克 入 (embedding), (F,M) 
各 为 六 的 花 入 子 流 形 。 

图 2.12 简 单 而 直观 地 说 明了 浸入 ， 了 于 流 形 和 由 入 这 三 个 概念 
的 区 别 。 

设 a R>R(1i-1,， 2, 3) 
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图 2.12 


其 中 是 浸入 而 不 是 子 流 形 ， 因 为 它 不 是 单一 的 ! (cs， 刃 ) 是 后 
的 子 流 形 ， 因 为 它 是 单一 浸入 ， 但 不 是 租 入 子 流 形 ， 在 cx:( 民 ) 上 
带 有 RR 上 原来 的 拓扑 而 与 它 在 RR 中 的 子 空间 拓扑 不 一 至 ，aQ; 是 柑 
入 ， 在 Qs( 情 ) 上 通过 as 带 来 的 拓扑 与 作为 KR 的 子 流 形 所 得 到 的 诱 
导 拓 扑 是 一 雍 的 。 因 此 浸入 与 子 流 形 的 区 别 在 于 象 集 是 否 有 上 自 交 
尽 ， 而 子 流 形 与 姐 入 的 区 别 在 于 上 述 两 种 拓扑 是 否 一 致 . 

下 面 再 看 几 个 例子 ， 

例 1 F:R—R:, F(t)=(c02nt, sin27zt), F(R) 是 R? 
中 的 单位 圆 。 容 易 看 出 ，F 是 浸入 

例 2 F:R>R’, F(I)=(cos2nt, sin2nt, 1). F(R) 
是 EK 中 的 加 螺 线 。 容 易 看 出 ， 扩 是 杠 入 ， 


网 8 FF :RhR>R, F (1) = (aeos (1— or ), 


sin 2 (: -5-)). 忆 ( 情 ) 为 RP 中 “8” 学 形 ( 如 图 2.13), 当 从 


0 到 2zx 时 ， 像 把 从 原 后 开始 走 完整 个 闭合 回路 ， 显 然 玉 是 浸入 ， 
例 4 在 上 例 中 ,， 命 t= 9(5)=x 二 2tg"(5)， 则 


G(s)=F(g9(s)) 


-( zcos( g(s ) 一 二 sin? (9 (3 ) 一 -二 -外 
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当 s 由 一 co 一 十 co 时 ，1f+ 由 0 一 2r， 所 以 其 像 集 等 于 上 例 中 
F( 0,27) 部 分 。 妈 G(R) 还 是 “8 "字形 ,但 它 通 过 原点 只 一 次 。 
当 s 一 土 co 时 ， 其 像 趋 近 于 原点 ， 所 以 G(R) 构 成 太 的 子 寺 形 。 
注意 ， 它 不 是 能 入 (如 图 2.14)。 


2.13 图 2.14 图 2.15 
例 5 已 : 尺 一 及: 


(二 ， sinzf) 当 1&<1<% 
F(t)= | 


(0，f 十 2)， 当 一 cc 所 了 < 委 一 1 
而 当 一 1 全 1 亿 1 时 ， 我 们 用 光滑 曲线 把 (1，0 ) 和 (0，1 ) 两 
点 连接 起 来 ， 这 样 就 得 到 子 流 形 ( 斑 ，R)， 但 不 是 柚 入 。 

我 们 已 学 过 “微分 同 胚 ”的 概念 ， 它 要 求 CLC" 映射:M 一 NN 是 
单一 的 ， 在 上 的 入 "也 是 LC" 的。 易 知 ， 

命题 ”如 果 F:M 一 NN 是 微分 同 且 ， 则 对 于 x EM, dF.:M: 
~ 人 ro 是 同 构 。 

由 此 可 以 看 出 ， 当 拨 : M > 是 微分 同 且 ， 则 (FF，M) 是 NN 
的 嵌入 子 流 形 。 

2， 反 咀 数 定理 

在 第 一 章 中 ， 我 们 已 学 过 欧 氏 空间 的 反 函 数 定理 。 现 在 把 它 
推广 到 流 形 上 ， 从 而 得 到 ， 

定理 1 设 F:M->N 是 C* 一 流 形 之 间 的 CLC” 映射 ，x 亿 MM， 
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如 果 aF :M,N Es, 是 同 构 ， 那么 存在 x 的 一 个 邻 域 U, 使 得 
roU>F(U)CN 是 U 到 NN 的 开 集 FF(U) 上 的 微分 辣 胚 。 
证 明 ， 注 意 dimAMA = 二 dimW 改 = d 。 选 择 % 附近 的 局 部 坐标 系 


7 ) > 


(DO) 
《< 


图 2.16 


(U,，9) 和 F(x ) 附 近 的 局 部 坐标 系 (三 ,2) 并 使 得 局 CU) 二 三 。 
命 F(x)== 》， 考 虑 欧 氏 空间 A 到 六 的 映射 
a=p° F oop(U)>p(U) 
由 于 a 在 P(x )EPCU ) 是 非 退 化 的 , 根据 欧 氏 空间 的 反 函 数 定理 ， 
存在 2(x ) 的 一 个 邻 域 UW(U )， 使 得 
a=Y °F ei-—>a(U) EY) 
是 微分 同 胚 。 因 此 
F=$ oa PU -> FU EV 
是 微分 同 且 ， 其 中 心 =9™(D)。 
定义 2 若 下 :MN 使 (FF，M) 是 六 的 子 流 形 ， 而 且 对 
YV x 和 所 凡 ， 存 在 以 已 (x)EN 为 中 心 的 坐标 邻 域 ( 避 ，YXY ，…x ) 
使 已 (AD) 站 了 的 局 部 党 标 有 2 =… 一 光一 0， 则 称 ( 严 ，M) 是 
的 正则 子 流 形 ， 这 时 五 也 称 为 以 M 到 六 的 正则 秽 入 。 
定理 2 (Ff，MM) 是 NN 的 子 流 形 ， 则 下 是 正则 的 当 丽 仅 当下 
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是 嵌入 . 

证 明 ， 当 玉 : M 一 NN 是 正则 的 。 对 于 Y PEM， 取 以 PP 为 心 
的 局 部 坐标 系 CU，Xx',…,x”)， 必 存在 F(P)= QEN 为 心 的 局 
部 耸 标 系 ( 玉 ，y，…,y )， 使 F(CU)SV 及 F(M) 门 广 中 的 坐标 
有 y= 二 … 二 y”=0。 显然 FC(U)CF(M)fNV。 其 坐标 也 有 
yy 二 二 yy 二 0。 因此 ， 了 fo 的 局 部 坐标 表示 为 

区 一 yx x"), lI 
1 ， 下 十 1 安生 3 
注意 到 (五 ，M ) 是 子 流 形 ， 则 在 PEU 的 Jacobian 是 非 退 化 的 ， 
即 矩 阵 的 秩 等 于 m。 由 此 可 知 ， 行 列 式 
根据 反 函 数 定理 ， 存 在 PP 的 邻 域 UCU， 使 Flu:U’->F(U’) 
是 微分 同 有 是 ， 因 此 恶 :AM 一 FDIEN 是 双方 连续 的 ， 是 同 用 
即 F:M->N 是 杠 入 . 

反 过 来 ， 当 下 ，M >N 是 相 入 ， 则 对 于 YPEM， 及 PP 的 任 
一 邻 域 U， 存 在 FF(P)EN 的 一 个 邻 域 ， 使 F(U)= FCM) 站 
.同时 对 于 (PP ) 的 任 一 邻 域 ， 存 在 P 的 邻 城 U， 使 F(U) 
= (MM)NMV。 因 此， 只 要 选择 U， 久 充分 小 ， 可 使 U， 洲 都 在 
相应 的 局 部 坐标 域内 。 这 样 上 io 的 局 部 表示 为 

yi= y'(x,, X= 1 ， 
由 于 下 在 尸 点 的 Jacobian 的 秩 为 由 。 经 过 适当 的 坐标 变换 可 使 
Fl 的 局 部 表示 化 为 


( 
3 一 00， 人 十 安安 # 
而 且 X(P) 一 …=X (PP) 一 0，yY(0) 一 0， 一 1，…， 可 。 


这 就 说 有 明 记 :MM->N 是 正则 的 。|1 
由 反 函 数 定 理 ， 还 能 直接 看 出 


99 


推论 。 阁 户 :M 一 入 是 浸入 ， 则 存 征 一 感 PEM 可 找到 PP 的 
邻 域 UCMM， 使 Piu: UU 一 V 是 柑 入 。 

定理 3 车 (F，M) 是 入 的 于 流 形 ，M 是 紧 致 的 ， 则 FF: MM 
~ 人 一 证 是 正则 的 。 

证 明 ， 因 为 FCM ) 作 为 N 的 拓扑 子 空间 是 Hausdorff 的 ， 又 
Ft:M->F(M)CN 是 紧 臻 空间 到 Hausdorff 空 间 的 单一， 到 上 ， 
连续 映射 ， 所 以 FM 一 F(M) 是 同上 王 。 这 说 明 玉 是 柚 入 , 即 (F， 
M) 是 入 的 正则 子 流 形 .| 

H. Whitney 等 人 证 明了 ， 每 个 4 维 微 分 流 形 都 可 柑 入 到 2n 
十 1 维 欧 氏 空 间 中 作为 子 流 形 。 因 因此， 研究 高 维 欧 氏 空间 的 子 流 
形 是 个 非常 重要 而 有 意义 的 问题 ， 

3， 隐 函数 定理 

在 第 一 章 中 ， 我 们 已 经 学 过 欧 氏 空间 中 的 隐 函 数 定理 ， 现 在 
把 它 推广 到 流 形 上 去 。 

定理 4 假设 dimM>>dimN，F :MN 是 C” 映射 ，yo 刁 
F(M)。 命 | 

P=Fi(y)={xEMIF(X)=Yy) 
如 果 对 每 一 > 所 已 ，dF.:AMf .一 Ni 是 到 上 的 (或 称 满 的 )， 那 入 
PP 有 唯一 确定 的 流 形 构 造 , 它 的 空间 拓扑 是 已 在 M 中 的 相对 拓扑 ， 
目 包含 映射 1 : 己 -~>M 是 C< 的 。 其 次 
dimP=dimM—dimN 

证 有 明 ， 设 dimAMf=m，dimA=#。 已 知人 几 人 > 站。 命 斑 是 yo 
在 入 中 的 坐标 邻 域 ， 坐 标 消 数 是 ，…，»”。 对 于 VYV%oEEP， 命 
UL 是 xu 在 M 中 的 坐标 邻 域 ， 使 得 UTCP (三 ) 且 DC 中 坐标 郴 数 是 
X，…，X"。 还 可 假定 Y(x)= 王 0 一 1 和 1) 已 知 d 在 
*" 是 满 射 ， 这 意味 着 jacobian 和 窍 阵 

OX + 


的 从 是 4 ， 可 以 假定 这 个 矩阵 的 后 列 是 独立 的 ， 即 矩阵 可 以 有 
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如 下 的 形式 
(xX:J) 
其 中 J 是 n x 7 非 异 方 阵 。 造 一 个 映射 
F: UA "xV 
为 : 
F(X%)=(x(%), ~ x "(x), FC ))。 
那么 dF:, 的 矩阵 为 


其 中 ， 了 为 《mw 一 #)x(m 一 %*) 单位 矩阵 ， 因 此 dF., 是 同 松 ， 
根据 反 活 数 定理 ， 存 在 x。 的 一 个 邻 域 U0。 使 得 

F: Ur>F(U)SKR™™"xV 
是 微分 同 胚 ， 我 们 可 以 假定 F(U6》 是 形 为 矿 ,xV 的 开 集 。 其 
中 玉 oSA”， 广 三 捕 都 是 开 集 ， 且 0 全 矿 ,, yoEV,, 因为 这 类 开 
集 构成 了 ExF 上 的 拓扑 基 。 注 意 

PW x 人 yo) 一 P 站 0 
因为 Flo, 是 同 是 , 所 以 Flsooe 同 胚 地 映射 PNU, 到 形 ,x 人 ?全 
上 SA 上。 因此 Flipnos 是 PP 中 的 一 个 局 部 坐标 系 


图 2.17 
为 了 看 出 这 样 移 坐标 系 在 局 中 定义 了 一 个 光滑 流 形 结构 ， 设 
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F, UW,xV, 
G: UW,xV, 
且 (PfIUDUCPNMU,) 关 9。 因为 F” 是 LC" 的， 所 以 
G。 F™ ljwono, 
也 是 C™ 的 。 即 限制 到 FC(PNU NUD=F(UNVUDVN(A "x 
4yo} ) 上 得 到 
G° Flsconvnoss FAPNU MUG(PNNU NU 
是 的 ， 因 此 尸 是 一 光滑 流 形 ， 维 数 是 普 一 5 | 
隐 范 数 定理 是 证 明 某 些 流 形 的 子 集 是 子 流 形 的 一 个 极为 有 用 
的 工具 。 下 面 置 几 个 例子 。 
例 1 +s 维 球面 ”” 是 光滑 流 形 ， 它 的 拓扑 是 在 人 ”中 的 相 
对 拓扑 。 为 了 证 明 这 一 论断 ， 命 
F, hk-»R 
定义 为 
+ 1 


Flr, ,Ton) 一 》 7 


1 1 
那么 S =F":( 1)， 因为 dimf= 1, 我 们 只 须 证 明 在 1) 的 
每 个 点 有 d 天 0 。 


并 十 


因 为 dF= 2 >》 ridr， 或 记 成 


+ 一 1 
(dF )= (2r,, ,27e+1) 
车 (dF)= 0， 可 得 7;= 0，i = 二 1,，…，7 十 1。 但 该 点 不 在 
Fi( 1) 上。 由 隐 范 数 定理 ，> 是 ”的 7 维 艇 入 于 流 形 . 
例 2 环 面 7* 是 中 的 子 流 形 。 命 
F, Ri-»R 
为 
Fx, x x = a 一 MK (x) +t) F(x): 
它 在 F:(4), 6 之 b 0 的 每 一 点 秩 为 1。 因 此 ，F (6) 一 Ke 


102 


中 的 环 面 7 是 尺 中 的 子 流 形 。， 
例 3 命 M= A(n)=={n Xj 实 抢 阵 ] 兰 R ，N 一 尼 
F=det: A(n )—R 
则 么 模 群 SICn)=F C1)={(ri) 区 EA(n)， det(ri;)= 一 1} 是 
A( #8 ) 的 子 流 形 。 为 此 只 须 证 明 在 fF"…(1) 中 的 每 一 点 处 dP 关上 0 
即 可 。 设 (ry)EACr ) 实 R"， 
F((ry)) = det(ry) 


> 《一 1 "rire "rar cs) 


TeEG。 


dF = 2 2) (一 TY Ts"""Tarcm dr oy) 
j=1 neo, 
在 这 个 和 式 中 ， 每 个 dri 的 系数 是 rz7 在 和 矩阵 (rz 中 的 余子 式 ( 可 
能 差 一 正 负 号 ), 对 己 必 1) 的 任 一 点 ,这些 系 数 不 会 全 为 零 。 因 
为 detl(ry)== 1 闫 0， 因 此 Jacobi 和 矩阵 (d 六 ) 霹 0。 另外 ,dim S1 
(7 ) 一 全 一 1。 所 以 SI ) 是 Me 4C2) 中 的 人 一 1 维 子 流 形 . 
例 4 命 M=A(n), N= {A EA(n) A=4A} 
HCNnR+ i) 
RR 2 命 
F, A(n)-—N 
定义 为 
F(A)=AA' 
显然 是 光滑 的 。 因 为 (A) 的 元 素 是 4 的 元 素 的 多 项 式 。 命 
O(r ) 一 FICT) 一 (4E4C82)，44 一 了 ) 
称 为 正 交 群 。 下 人 面 证 明正 交 群 O(n ) 是 A4(n ) 的 子 流 形 。 为 此 
只 须 证 明 ， 对 于 VY AEO( rn )，dFs 是 满 的 ， 
我 们 只 须 证 明 dz 是 满 的 ， 其 中 了 =(6;;)。 理 由 如 下 , 如 果 
dF ,是 满 的 ， 设 AEO(n )， 右 平移 Rs M>M 定义 为 天 区 也》 
一 BA( 奸 阵 乘 法 )， 它 是 光滑 的 ， 且 有 光滑 的 逆 f?。 因 此 dA 是 
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辣 构 〈 对 任意 的 4)。 其 次 ， 对 于 V4EO(s )， 焉 。Re= 太 ,这 
是 因为 对 于 VY BEM， 
FokRkAB)=rF(BA)=(BA)(BA)' = BAA'B'=BB'=F(B) 
因 此 , dF|is=d(F 。 Ri ) l=dFlrcw-!i °° dReril=dFl* dF.L-il 
所 以 ， 如 果 dFl; 是 满 的 ， 则 dFl, 也 是 满 的 。 
下 面 证 明 dFj, 是 满 的 。 因 为 


HH 


(ro FPF)A)= Dral(A) ornlA), 1 iCI Cn 


R= 1 
ri( A ), 当 k= 1 洋 ) 
ru( A), 当 尺 一 ] 天; 
4 | 2ra(A),， 当 kh 二 i1=j 
0 ， 其 它 情形 
其 中 1 委 R，! 系 1，1 委 ;1 委 ) 乏 844。 那么 ,dl 的 矩阵 元 
素 是 ， 


eo(r;;° PF) 


OrnI 


1 ， 当 (天 ， | ) 一 ( 1 )， ij 
oris ° PD 1， 当 (kk， 1! )=( 1， i ) Yi 天) 


OF! 4 当 (k, | )=(i, 1 ) i=j 
0 ， 其 它 情 形 
其 中 1 委 R， | 入 1 i&ISh. 


辐 此 ， 当 忆 之 1 的 那些 元 素 组 成 的 于 方 隆 是 一 对 角 箱 阵 ， 对 
角 线 上 的 元 素 | 是 1 或 2， 因 此 dFl 的 秩 是 于 + 内， 即 dFl 
是 满 的 ， 而 且 

dimO(n ) =dimA(n)— dimN— ®t 1) 

例 5 命 A4(n，C)= {nxn 复 和 矩阵 } 守 PR” 

N= {4EA(n, C), A'=4 
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再 命 F: A(n,C)—>N 


定义 为 F(A)=A.A 
那么 ， 如 同 例 4 的 办 法 ， 可 知 ; 
U(n)=£7" (7) 


称 为 西 群 (unitary group)， 是 4(2，C) 的 子 流 形 。 而且 
dimU (1 )=2n—n = 


注 ， 例 3、4 、5 是 李 群 的 重要 例子 


32.5 流 形 上 的 问 量 场 
1. 流 形 上 的 向 量 场 


所 谓 C" 一 流 形 MM 的 切 从 就 是 TCM)= UTC xx). 
x€hi 


TC(M, x) 表示 在 x EM 处 的 切 空间 。 其 上 存在 着 自然 投影 
x: T(M)->M 

定义 为 ， 如 果 XEM,， 则 7 (外 )= x。 最 然 对 于 每 一 个 x* 蕊 M， 

x(x)=T(M,x)。 设 (U，9) 是 M 上 x 点 附近 的 局 部 比 标 系 ， 

以 x!，…。x” 为 坐标 。 令 
9, ri(U)—>R" 

使 得 ， 

HX) XN) ,XX%), 0, ,0b"). 
其 中 


所 以 ,$5 被 8 完全 确定 。 而 且 $ 是 x1(0) 到 R" 的 一 个 开 集 的 1 一 1 
映射 。 可 以 证 明 , 利用 利 可 使 切 丛 了 ) 成 为 24 维 微分 流 形 ， 
定义 1 C“ 一 流 形 轩 上 的 问 量 场 人 是 映射 
: XX. WM>/(M) 
使 得 ，x。 针 =ix《M 上 的 忆 同 映射 ) 
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如 果 半 ，M->T(M) 是 C” 的 ， 则 称 革 为 M 上 的 C” 向 量 场 。M 
上 C” 向 量 场 的 全 体 记 成 C~(M，7T(M))， 
企 C~(M,1(M)) 中 ， 定 义 向 量 场 的 加 法 和 数 乘 ， 


《从 :十 么 2)p 一 (1)s 十 (三,)? 
(AX )r= AXp, AER 


则 C~CM, TCM)) 构 成 实数 域 上 的 向 量 空间 。 如 果 上 式 中 的 4 是 
M 上 的 C” 函数 。 即 〈4X )z 一 从 己 ) Am 则 COM TUWMD)) 构 
成 M 上 的 C”™ 的 阔 数 环 上 的 模 . 

下 面 考虑 向 量 场 的 局 部 坐标 表示 。 

设 UCM 是 任 一 华 标 域 ,9 是 坐标 映射 ， 我 们 知道 U 是 MM 的 
开 子 流 形 ，T(U》 表示 U 的 切 从 ， 考 虚 映 射 ， 


- U—/{(U) 


OX 


9 ,9 
使 一 PEU PT 


”， 星 然 志 7 EC~(U,T( 避 ). 即 却 r 是 


U 上 的 光滑 向 量 场 。1 -2 ，i 二 1，…，"| 称 为 U 上 的 标 架 


场 。 如 果 XEC~(U，T(U))， 即 UU 上 的 光 渭 向 量 场 ， 则 ， 
poX op!, ( x, oarsror , %” ) > (Xx), “ Xx”, al, …,0") 是 C”™ 


U 
: ’ TT(U) 
.| 
© Xl, 2®) Fe Kp I I 2 CoeeCS) 


图 2.18 


106 


_ orpy ea 
映射 ， 其 中 矿 p 二 oP) 3 ， 
所 以 ， 0 ， + 一 1， 2 »"*, # 是 UU 上 的 C” 函数 ,反之 也 对 . 这 
样 ，M 上 的 任何 光滑 向 量 场 ， 在 局 部 坐标 系 (U，92) 之 上， 可 
以 表示 成 
1: 9 
X= Br 


其 中 | 澡 7 是 UU 上 的 标 架 场 ， 也 称 为 局 部 基 ，o 是 U 上 的 光滑 


函数 。 
我 们 知道 切 向 量 邱 。C”(P) 一 尺 作 用 在 任 一 JEC™(P) 上 ， 
得 


Xi(1)= Yap) 
i=1 " 


那么 ， 可 以 定义 
X: C“(M)>C"(M) 
为 
(各 门 p 一 全 时 
其 中 f EC~(M) 表示 MM 上 的 光滑 函数 ，PEM 在 局 部 坐标 系 
(U,X',…，X*) 之 下 有 


Xf= a(x) 
i=1 


2， 括 导 积 
在 MM 的 全 体 C- 向 量 场 中 引进 一 种 新 的 运算 一 括号 积 . 
定义 2 若 X，y EC~(M，T(CM))， 我 们 定义 [X，Y JE 
C~(M，T(M))， 称 为 和 了 的 括号 积 ， 使 得 
CX, VJsf= XYf) -YXf) 
其 中 PEM，f EC*(M)， 
为 了 说 明定 义 的 合理 性 ， 必 须 证 明 CX, 了 ) 确 实 是 M 上 的 C 
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向 量 场 。 为 此 只 需 证 明 两 点 ， 
(1) Zp=(X， 了 jpEMb;， 即 Lp C~(PP) 一 请 满足 导 于 的 
性 质 。 
先 看 线性 条 件 。 设 1，9 EC”(P)，c，pERR。 
(X, Y)plaf +po) 
— Xr(Y (af +bg))— YA(af +pg)) 
= XaVf+pBY g)—Yr(aXf +phAXg) 
aXYf)+BXAY og)—aY (Xf)—PY pAX 9g) 
=-Q[X ,yn 二 [LA YY)pg 
再 看 Leibniz 条 件 
(X,Y)(f:g)= HY (fg9))—~Y(X(f: 9)) 
— X.(fYg+ogYf)—Y(fXg+gXf) 
= (Xpf)(Yg)p+f (PAXpY Gg)+ Ab ); 
+gCP)XYf)— (Yel f ))(Xg9)s—f (PY AXg) 
—(Yrg) (Xf)b— 9 P)Y A XN) 
=f(P)(X,Y),g+ gC PEA, 了] 
(2) 在 M 上 [XX， Yj 是 C” 的 ， 因 为 对 于 C 的 消 数 ,CX， 
Vy/ =X(Yf) 一 了 (Xf 用) 是 C™ 函数 。 
命题 1 括号 积 有 以 下 性 质 ， 
(1) 双 线 性 ， 
[cX 二 OOX Y=alX,,Y)+P(CX,,Y) 
[和 ，CY +hY,) 
=a(XK, Yj)+PhCX, Y,) a, bER 
《2) 反 称 性 ， 
(XX, YJ)=—(Y, X) 
( 3 ) Jacobi 恒等式 
CX, Y), Z)+((Y, 2), XI+((Z, 7 一 0 
4) 车 f，9EC”(M)， 则 
(fX, og} )=/fgtX, YI+f(Ng) Yr ~ gt) 
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证 明 请 读者 完成 。 由 性质 人 1) (2)，(3) 可 知 , 在 CC 
(M，1(M)) 上 定义 了 括号 积 后 ， 它 是 一 个 李 代 数 ， 称 为 向 量 场 
的 李 代 数 ， 

下 面 要 证 明 映 冉 的 微分 是 保持 括号 积 的 ， 

我 们 注意 到 ， 一 个 C” 上 映射，M 一 VV 的 切 映 射 ， 

dF, 1T(M)>T(N) 
不 一 定 能 把 向 量 场 映 成 癌 量 场 ， 


图 2.19 


例如 ， 当 F(x,)=F(x,)= 3) 时 , dF'(X)=Y,, dF(X.,)= 
Y,， 当 是 M 上 的 C" 向 量 场 时 , 在 N 上 一 点 》 处 却 有 两 个 向 量 ， 
不 能 构成 向 量 场 。 

定义 3 天，MH 一 人 是 C” 的 ，XEC”*(M, T(M)). YE 
C~(N，7(N))， 使 得 对 于 Y QEN 和 各 PEF"(Q)EM， 满 足 

dF(X,.)=Yo 

则 称 向 量 场 人 和 YY 是正 一 相关 的 ， 记 为 Y=,(X)。 

车 己 ，M->M 是 微分 同 肛 ，XEC~(M,，7T(M))。 使 得 
Fe(X) 一 三 ， 则 称 了 是 下 不 变 的 。 


例如 ，R! 中 向 量 场 去 ~ 和 忆 ， 在 平移 下 是 不 变 的 ， 


dF (Np)=Y ps, 
设 9EC”(N) 是 N 上 任 一 CL” 函数， 则 
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dF(Xp)( 9)= Yr 9) 


上 式 左边 
dF (Xp)(9)= Apg9 »。F) 
= X(9。F)lp=X(g »。F)(P) 
上 式 右 边 
Yrm(9)=e(Y gg) = (Yg)° F(P) 
因此 


A(g9 °F)=(Yg)°of 
这 是 同 量 场 六 和 站 ，F 一 相关 的 等 价 定义 ， 下 面 要 用 到 ， 
命题 2 设 F，M->N 是 C" 的 ，X,， 文 , 和 了 ,, 了 ,分 别 是 
M 上 和 N 上 的 C” 向 量 场 ， 且 六, 与 Y,， 关 , 和 Y ,分别 是 下 一 相 
关 的 ， 则 [ 计 ,， 庆 由 与 CY1!， 了 ,) 是 FF 一 相关 的 ， 即 
qd CX,, X=[dF(X,), dF (KX,)) 
换 育 之， 映射 斑 的 微分 d 是 保持 括号 运 称 的 。 
证 明 ， 对 于 YPEM，9 EC~(N)， 必 须 证 明 
ai 从]p 儿 9 ) 一 (了 :rpCg ) 
左边 王 [ 兴 ,， 从 ]z(9 。 F) 
=A pA(g oF))—Aa(A(9 »。F)) 
=—AXr((Y,.g)° F)—A,s((Yg) °F) 
一 qd (AD 9g) 一 GAY ,9) 
一 六 ipcP《Y 9) —Y ypu (了 :9) 
一 [了 ,， 了 :rc ) 一 右边 | 


命题 8 ”在 M 的 局 部 坐标 系 〈U，?%) 下 , 7 是 标 架 场 ， 则 
0 0 
[wr; zj- 
证 明 ， 对 YPEU，f EC*(P) 


9 9 | fe 9 of \ 3 of 
ox’'” ox’ x’ | p\ Ox! 8x’ | p\ Ox’ 
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-of | af 
axioxi |p oxioxi|p 0 


$2.6 问 量 场 的 积分 曲线 和 Frobenius 定理 


1. 疝 景 场 的 积分 由 线 

定义 4 合作 是 M 上 的 光滑 向 量 场 , M 中 一 条 光滑 曲线 CC + ) 
和 为 称 的 一 条 积分 曲 钱 ， 如 果 ， 

OCT ) 一 入 cn 
对 于 的 定义 域 中 每 个 t 成 立 。 
定理 1 命 X 是 C" 一 流 形 M 上 的 C" 向 量 场 ， 那 么 对 VPE 
M， 存 在 已 的 邻 域 矿 和 实数 6>> 0 ， 使 得 存在 一 个 C” 了 映射: 
6: l=(—6, 6)xXV >M 
满足 。 
(1) 8( + ， Q) = Xo 09 & EV 
(2) 860，9) 一 9， 
而 县 这 样 的 映射 是 叭 一 的 。 

证 明 ， 对 于 V PEMH， 选 MWM 的 局 部 坐标 系 〈7，92), PEU,， 
以 2，…， 交 为 枚 标 画 数 。 则 d2( 邢 ) 一 区 是 =2CUDISA 上 
的 与 全 晨 9 一 相关 的 C" 向 量 场 。 应 用 欧 氏 空间 党 微分 方 程 组 的 
存在 瞧 一 定理 ， 可 得 到 

6 I,XV—U 
其 中 心 一 (一 6，6)， 允 是 2(P) 的 领域 且 祈 CU， 使得， 


BT ， a ) ={(x'(t, 9)， 四 ， X(t, 4)), a EV 
6( | 多 C ) = Yrs) 
6(0,0)=4 


而 且 这 样 的 映射 唯一 
现在 命 了 = 二 9-'(V)， 它 是 U 中 卫 的 邻 域 ， 定 义 
gd: I,xXV—U 
为 09(t，9)=9:(6( 1，9(9)))。 由 于 8 是 微分 同 肝 ， 容 易 


i111 


看 出 和 满足 定理 中 的 01)、(2)， 而 且 是 唯一 的 。 | 
定义 5 “一 流 形 M 上 的 CC” 向 莉 场 X， 过 己 马 订 的 积分 山 
线 o(f1) 使 c(00)= 己 设 ! 的 范围 是 1=(e(P)，5(CP))。 对 
每 个 + 筷 尺 ， 命 : 
9,={PEM: tE(a(P), bP))) 
定义 变换 
p> Z>M 
为 
XA(P)=0,(t) 
其 中 0p( 1 ) 是 向 量 场 站 过 忆 点 的 积分 曲线 ， 
直观 地 说 ， 在 每 个 点 已 处 存在 乏 的 唯一 的 积分 曲线 ， 而 映射 
不, 就 是 把 已 点 映 到 该 积分 曲线 上 参数 为 上 的 点 。 这 一 脆 射 只 对 
多 ,上 的 点 才 有 意义 。 对 儿 , 外 的 点 , 其 积分 曲线 上 没有 参数 为 1 的 
护 ， 即 曲线 不 通 长 . : 
定理 2 变换 入 ,有 如 下 性 质 。 
(1) 上 ,上 :的 定义 域 筷 马上 时 。 
从 ,ee 人 ,一 入 
(2) 对 每 个 1， 儿 , 是 开 的 ， 
(3) 广 ,， 久 :一 儿 ., 是 微分 同 肛 ， 以 广 -, 为 道 。 
证 明 ，(1) 对 于 VPES 儿 B,, 
A(P)=oOor(t) 
Xe A(P)=X(AXAAP))=00wm(s) 
XP)=0r( s+t) 
根据 积分 曲线 的 唯一 性 
Om (3)=0p( S++t) 
因此 
,X= XY, 
(2) 当 t = 0 时 是 显然 的 。 只 证 1 放 0 的 情形 , 设 PE9F, 
根据 定理 1， 对 于 0:(L0，1]) 中 每 一 点 有 xX 鳃 M ,使 过 人 VV 
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中 的 所 有 点 有 了 唯一 积分 曲线 ， 且 正 向 长 为 &。 再 由 ar([0， 上]) 
的 双 致 性 ， 可 找到 ce 人 (0 ，TD]) 的 邻 域 矿 和 公共 的 se>0， 使 
VY 中 每 入 处 的 积分 曲线 正 问 长 不 小 于 e。 

选 足够 大 的 正 整数 #， 使 -七 (一 6)， 命 : 91 一 久 


?2 | te 


且 傅 太一 cai (W)f 人 0W， 由 于 这 和 ar WV) 是 开 的 ， 可 知 矿 ,是 
开 的 且 1 IC 玉 ， 然 后 ， 我 们 归纳 地 定义 
Qi=A | ,Hi=Q7 Wi) NW 


nn -| 

则 所 ,CV 是 开 子 集 ， 且 PE 
对 于 YY 9 EW,. 
z Ca 4 )EW,.,, Qi eye a gq EW 
而 gare a X 1) "XK, IED, 
因此 得 到 ， 矿 2C 允 ， 即 9, 是 开 的 。 

(3) Xi 是 gg 一 ”98-, 上 的 单一 ， 到 上 的 上 映射 ， 并 以 立 -, 为 
道上 映射 。 再 由 工 ,= 王 cl。…。a。 可 知 是 C” 映射 。 容 易 看 出 

A 多 :一 > 乡 . ,是 做 分 辐 脏 ，。 || 

定义 6 M 上 光滑 向 量 场 人称 为 完备 的 ， 如 果 对 于 所 有 的 
IER，,=M。 换 言 之 ， 对 每 一 PEM， 积 分 曲线 or 的 定义 域 
是 〔〈 一 cc， 十 co)。 这 时 到 ,构成 M 的 变换 群 ， 称 为 由 并 确定 的 单 
参 群 。 如 果 世 不 完备 ， 变 换 ,不 构成 群 ， 但 在 局 部 仍 有 群 的 某 
些 性 质 ， 称 为 由 六 确定 的 局 部 单 参 群 。 

例 ，R* 一 {0) 上 的 向 量 场 -01 是非 完 备 向 量 场 。 如 果 a > 
0 ， 那 么 通过 (ac, 0 ) 的 极 大 积分 曲线 的 定义 域 是 (一 a, co)。 

如 果 流 形 M 是 紧 致 的 ， 则 在 M 上 的 任意 C” 向 量 场 都 是 完备 
的 (参看 Boothby 的 书 P140 )。 

定理 3 PE 对 ，X 是 M 上 C” 向 好 场 ， 并 且 XCP)s 0, 则 
在 忆 的 一 个 邻 域 上 ， 存 在 一 坐标 系 (U，8)， 以 XX，…，x” 为 
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坐标 函数 ， 使 得 
0 
Xho 


证 明 ， 选 一 个 以 己 为 中 心 的 局 部 坐标 系 〈 厂 ，z)， 坐 标 函 数 
记 为 y，…，y"， 使 得 
0 
Cab 

根据 定理 1 ， 存 在 己 点 的 邻 域 矿 和 e>> 0 ， 使 过 丈 中 每 一 不 
有 唯一 的 积分 曲线 o( 1 )， 且 | 1 |<e， 在 点 则 有 

vp( 0 )=Xp 

考虑 R' 中 的 点 (aq*，…，a”),， 使 (0, a, ., a")ErW), 
并 上 且 记 o(t, aa，… 0)=A(rT (0, 0 ,0 )), 1tl< 
2。 上 映射 


从 p 一 


oo, (~—é, £)X(WCR™)—>M 
是 CL” 的 ， 并 且 在 诛 态 有 ， 


d 0 
do dr! ), 一 - 疡 | 。 
d 0 , 
do( -Er ) ,=r |, (i 之 2) 
即 o 在 原点 处 是 非 退 化 的 。 由 反 函 数 定 理 c 是 局 部 微分 同 胚 。 命 


92=0…， 可 构成 尸 点 的 某 邻 域 上 的 坐标 映射。 用 xx，… xx 来 
表示 该 坐标 系 (U ，9) 的 侯 标 函数 。 则 因为 


0 
do (f, G7, …。 a ) )= A otras ye’) 


or! 
se ) 


)=Xl 1 


所 以 
9 


oxi 


= 09-! (地 
U or! 


fe (r 
or 
2， Frobenius 定理 
定义 7 (1) 在 d 维 流 形 M 上 的 一 个 c 维 分 布 (distribu- 
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ol1(U) 


tion)A， 是 对 每 个 点 PEMN， 指 定 了 (VD) 的 一 个 维 子 空间 Jr， 
其 中 6 为 整数 ，1 委 8 衬 d 。 如 果 对 每 个 EM 几 。 存 在 了 的 邻 域 
U 和 ¢ 个 线性 无 关 的 CL” 向 量 场 人,，…， 丰 ,， 它 们 构成 4 的 一 
组 基 ， 则 称 J 是 MM 上 的 一 个 C™” 分 布 ， 而立,，*…， 碌 , 称 为 J 的 
局 部 基 。 

(2) MM 上 的 一 个 C 分 布 IA 称 为 对 合 的 (involution) 或 完 
人 金 可 积 的 ， 如 果 当 向 量 场 XX 和 了 全 A， 则 有 ， 

: CX, YJEA 

这 等 价 于 ， 如 果 在 每 点 的 一 邻 域 中 存在 局 部 基 从 1 … 人 使 得 ， 


Cc 
CX,, 六 由 = 》) CisA 1& 1, jc 
R= 1 


其 中 Cy 是 C” 函数 ， 

( 3) M 的 子 流 形 (wy，N)， 如 果 对 于 YPEN， 

dy (Ne) = A yn) 

则 称 N 是 分 布 4 的 积分 流 形 ， 

例 1 放 的 一 维 分 布 就 是 一 个 以 向 量 场 X 为 基 的 “直线 场 ”， 
它 总 是 对 合 的 ， 因 为 CX，X3= 一 0。 同 时 我 们 已 经 知道 ， 一 维 分 
布 总 是 可 积 的 。 

例 2 A 上 的 分 布 了 4， 有 局 部 基 


0 0 
Y 3 
一 人 rr ne 
! ox! ox? 


2 a 
廊 ， ox 下 ox’ 


-1 不 是 对 合 的 ， 因 为 [入 X=— or 它 不 是 站,, ,的 组 


合 。 


命题 J 是 M 上 的 一 个 C” 分布， 如 果 通 过 AM 的 每 一 把 存在 
J 的 一 个 积分 流 形 ， 那 么 J 是 对 合 的 。 
证 明 ， 对 于 VPEM。 设 通过 已 的 了 的 积分 流 形 是 ( 少 
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N)。 则 有 
dp (Np) = 
设 ，Y 是 I 中 的 CLC" 向 量 场 ， 则 入 bp、 了 EL。 我 们 还 可 把 二 
了 看 成 积分 流 形 N 上 的 " 同 量 场 。 那 么 ， 在 六 上 
CX， VY jpENp= Ap | 
Frobenius 定 理 车 人 I 是 M“ 上 的 c 维 对 合 C" 分 布 , PE 及 。 则 
在 在 J 的 通过 忆 的 一 个 积分 流 形 ， 更 确切 地 说 ， 存 在 以 为 中 心 
的 立方 举 标 系 (U，9 四 ， 以 x*?，…，x’ 为 坐标 阔 数 ， 使 得 
N= {xEU, PXY=(xl, yy XX Xe 
x 二 常数 1 一 cc 二 1，… da} 
是 人 I 的 通过 请 点 的 积分 流 形 . 
证 明 ， 用 归纳 法 来 证 明 存 在 性 。 当 c = 工时 ， 旭 择 位 于 LA 之 
中 ， 定 义 在 忆 的 某 邻 域 上 的 非 零 同 量 场 人 XX， 根据 定理 3 ， 和 存在 局 
”部 坐标 系 (U ，w)， 使 得 


办 此 ， 定 理 对 c = 1 成立， 

假定 定理 对 ec 一 1 维 分 布 成 立 ， 下 面 证 明 对 6 维 分 布 4， 定 
理 也 成 立 。 因 为 /是 光滑 的 ， 在 号 的 -个 邻 域 字 上 存在 I 的 疮 滑 
的 局 部 基 半 |,,…, 和 。。 还 根据 定理 3 ， 存 在 以 忆 为 中 心 的 合 标 系 
( 广 ，y5 …，2)， 使 产 C 交 ， 而 且 


Ay™ a ( 1 ) 
在 4 上 定义 一 组 新 基 


| 
Vj= XX(y NX (i=2, 3, '", 6) 


(2) 


其 中 尺 ;(y ) 是 天, 在- 一 入 ,上 的 分 量 ， 命 
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S= (xxErr， 古 标 y= 0) 


再 命 Li 一 了 六， i=2, ,5C (3) 
根据 ( 1) ，( 2) Yi(y)=0, i=2, .", 6 (4) 
所 以 Zi; 实际 上 是 S 上 的 向 量 场 ， 即 当 g 忆 53 时 

, Zi( 4 )ES, 


{Zi， i 二 2，…，C} 在 S 上 张 成 ("的 (c 一 1) 维 分 布 。 
下 面 证 明 这 个 分 布 是 对 合 的 , 用 i 表示 S 在 M 中 的 包含 占 射 ， 
则 Zi 是 i 一 相关 于 了 ;的 ， 自 然 它们 的 括号 积 也 是 i 一 相关 的 , 但 
VY YYy)=0, i, j 之 2 
Bt;,， 了 jj(i， 了 之 2) 在 上 方向 上 没有 分 量 ， 因 此 存在 C” 
函数 Ci,， 使 得 在 上 


Ys, YD= >》 ChYR (5) 
kh=2 
而 且 由 此 得 到 / 


[Zi, ZH= >》 CN (6) 
k=2 
这 表明 在 S 上 的 分 布 是 对 合 的 。 根 据 妇 纳 假 定 ， 在 $S 上 存在 以 P 
为 心 的 立方 坐标 系 ， 坐 标 函 数 为 w:，…，w ,使 得 上 述 分 布 有 
积分 流 形 : 
{XES， wt，.…，w 均 为 常数 ) 
命 T， VV 一 S 是 在 >》 从 标 系 中 的 自然 投影 。 现 将 S 上 的 从 标 系 
(ww ，…，Ww) 扩充 成 中 的 某 邻 域 中 的 坐标 系 ， 扩充 法 
如 下 ， 
x!i=y! 
» 
X=W oT (j= 2, .», d) 


从 而 得 到 了 的 一 个 新 的 坐标 邻 域 U， 以 x':，…，x' 为 坐标 函数 。 
如 果 我 们 能 证 明 在 U .上 
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VY (x) = 0 9 ( f = 1 9 ***, C , fr = 1 ， 作 sg ***g d 一 C) 
(8) 
即 了 在 5，…，-32r 上 的 分 量 为 0 那么 ,Vi 是 标 架 5 …， 


0 


- 雹 的 线性 组 合 ， 因 此 2r，…，- | 构成 了 的 局 部 基 。 这 


Ox! ” 
样 定理 中 的 入 就 是 I 的 积分 流 形 。 
下 面 证 明 (8) 式 。 
(7 ) 式 蕴 含 着 ， 在 U 上 


党 -| (了 一 1) C9) 
oy (0 (j=2, 3, ,dd) 
根据 (1)，(2),，(9) 可 知 ， 在 UL 上 

i (10) 


1 ex! 


因此 对 于 ?= 1，(8) 式 成 立 下面 令 1 一 2，…， 2，7 一 
1， dd 一 C。 根据 (10) 


(Yi(x”")) 
=Y (Yi(x™)) = CY,, YI(x"™) (11) 
由 J 的 对 合 性 ， 存 在 CL 函数 组 CL:.*， 使 得 
LY,, Yj)= 2 Ci (12) 
hl 
由 《11)，(12) 得 
D Sor - hr 
ri(% ) = 之 CorY .x™) (13) 


在 x 一 曲线 上 ， 即 在 x* = 常数 ， ”多 Xx“ 二 常数 时 ， Y,(%x"™) 只 是 
x! 的 函数 ， 这 时 (13) 式 变 成 关于 * 的 c 一 1 次 齐 次 线性 微分 方 
程 给， 其 初始 条 件 是 当 x'= 二 0 时， 中 在 2 站 U 上 
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YI 人 x”) 一 ZI” )= 一 0 一 2，…， 5) (14) 
其 中 第 一 个 等 号 来 自 《3) 和 (7)。 第 二 个 等 号 来 自 妇 纳 假设 . 
因为 方程 组 是 齐 次 的 ， 所 以 0 函数 给 出 了 一 组 解 。 这 也 满足 初始 
条 件 ， 再 根据 解 的 唯一 性 ， 方 程 组 (13) 满足 初始 条 件 (14) 的 
解 为 零 解 。 央 

V(x )=0, (i=1, ,Cs r=1,*…, d—5c) 
这 就 证 明了 (8) 式 。|| 


$2.7 上 切 从 和 微分 1- 形式 


所 谓 C~- 流 形 M 的 上 切 从 就 是 T*M= 【] 7*(M，x)， 
x 


其 中 T"(M, x ) 表 示 M 在 x 点 的 上 切 空 间 ， 即 切 空间 TCM，x) 
的 对 偶 空 间 ， 存 在 着 月 然 投影 
nz, TM)—>M 
定义 为 ， 如 果 ooEM#=7T*(JMY, xX)， 则 zx (@)= x。 最 然 对 于 每 
一 个 XM，z (X= 二 Mi, 设 (U，9) 是 邮 上 xx 所 附近 的 局 部 
坐标 系 。 以 Xx!，…，x" 为 举 标 ， 令 92， 一 > 及 2 使 得 
Pp (Pe)=X CX) XX) Gl Ge) 


其 中 ， ,= > ard x'|. 

i=1 
所 以 ,$ 被 ?完全 确定 。 而 且 9? 是 x*(U ) 到 R” 中 一 个 开 集 的 一 一 
映射 。 可 以 证 明 ， 利 用 ?可 使 上 切 从 T*(M) 成 为 24 维 微分 流 
形 。M 的 上 切 从 也 称 为 余 切 从 ,我 们 还 说 T(M) 和 个 (M) 是 


相互 对 偶 的 ， 
定义 C" 流 形 M 上 的 微分 1- 形 式 % 是 映射 
wo M—>T*(M) 
使 得 Xo。@=iu (M 上 的 恒 同 映射 ) 


如 果 @，M->T*(M) 是 C” 映射 ， 则 称 % 为 M 上 的 C 微分 1- 形 式 
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或 光滑 微分 1 一 形式 ， 简 称 1 一 形式 。 
M 上 的 全 体 1 一 形式 记 成 C~“(M，T*M)。 其 中 可 以 定义 加 法 
和 数 来 如 下 ， 
(® + Oi)p=(0)r+ (0,) 
(40)p 一 40p AER 
这 样 C~CM，T*M) 构成 实数 域 上 的 向 量 空间 ， 如 果 上 式 中 的 14 
是 M 上 的 C 函数 ， 即 
Mo)p= Po, EC CAI)。 
则 C™CM，Z*M ) 构成 M 上 的 函数 环 上 的 模 ， 
下 面 讨 论 1 一 形式 的 局 课 誉 标 表 示 。 

设 (U，?) 是 M 的 一 个 局 部 坐标 系 ， 以 和 …，2% 为 坐标 
函数 ，U 是 MM 的 开 子 流 形 ，7T*(M) 是 U 的 上 切 从 。 考 虑 映射 
dx U—T*(U), i=1, 2, '…,， 1. 

使 dx'，PEU 一 >dx':p， 显 然 dx'EEC~"(U，T*U) 即 dx 是 U 
上 的 光 请 1 一 形式 ， 

如 果 oEC CU，7*U)， 则 

ool (xl Xi， ao) 是 C” 映 


了 


射 ， 其 中 心 ;= 2 a P )dx'|s 
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所 议 ， G9 tl1, 2,.，， n 是 UU 上 的 C ”图 数 , 反之 也 对 这 
样 M 上 的 每 个 光滑 1 一 形式 %， 在 局 部 坐标 系 (U，P) 之 下 ,可 
以 表示 为 


[| 
OW = 2 ad x’ 
“=1 


其 中 {dx ，? 了 一 1，2，…，#} 称 为 上 切 《 或 余 切 ) 标 架 场 , 也 
称 为 局 部 基 ，a 是 U 上 的 光滑 函数 
参照 上 一 节 内 容 ， 对 于 ff EC*(M)，XXEC™~(M，TMM), 我 
们 可 以 定义 
df(X)|p=(df)pX p= Xf = Xf) 
所 以 ， 可 以 记 成 
df (X)=AX(f), 


df CX)= 》 ara 


t= 1 
由 于 a 和 -1 都 是 C~ 的 ， 所 以 df(X) EC~(M)， 同 时 自 于 
of jy 
df Pra 


所 以 df 是 MM 上 的 光滑 微分 1 一 形式 。 
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第 三 章 ” 流 形 上 的 积分 


$3.1 张 量 与 张 量 场 


在 第 一 章 1.1.2 中 我 们 已 经 介绍 了 向 量 空间 的 张 量 和 张 量 
积 的 概念 。 向 量 空间 上 的 张 量 了 是 一 个 多 线性 函数 
T, Vx xXV ”XxXVXx...XV-—R 


7 个 s 个 
即 满 足 ， 


T (vs ‘V4 pus 一 CT (vv 1 0) 十 Co， 7 
Uh, ) 
其 中 a, pEER，vr、v4EV( 或 V)。 这 种 张 量 称 为 7 阶 道 变 ，s 
阶 协 变 张 量 、 记 成 (r,s) 一 张 量 。 我 们 用 ;表示 全 体 扩 上 的 (r,s) 
一 张 量 了 所 构成 的 空间 ， 它 是 一 个 mw” 维 问 量 空间 ， 以 

e000OeCO er 00 CEH 和 
为 基底 。 其 中 eb …e。 是 三 的 基 ，et …，,e* 是 上 中 的 对 偶 基 。 

如 果 扩 和 矿 都 是 向 量 空间 ， 上 xx， 三 一 太 是 线性 映射， 我 们 
诱 寻 出 一 个 叫 拉 问 映射 的 

FY, WV, 
其 对 应 法 出 是 ， 对 于 任何 了 算 矿 ,和 muEF。 
FCT) 0) = TCF .0), ,PF .(0)) 

这 个 定义 最 然 是 有 意义 的 ， 不 过 只 对 协 变 张 量 才 行 。 

1. 对 称 张 量 与 反 称 张 量 

定义 1 协 变 张 量 了 算 矿 ,被 称 为 对 称 的 ， 如果 人 pp 
0 一 7 (011 委 7. 即 当 任 两 个 向 量 对 调 位 
置 时 ， 值 不 变 ， 协 变 张 量 TEV, 被 称 为 反 称 的 , 如 果 1 (Di 
v7 ) 二 一 了 CVs 01)1?， 了 全 ?7, 即 当 两 个 巾 量 对 调 位 


122 


置 时 值 变 号 。 
如 果 用 o 表示 了 个 数 (1,…, r+ ) 的 一 个 置换 
0 (1, 2,°%, 7 Ho(1) ,oT7 )) 
置换 ca 的 符号 用 sgno 表示 ， 
| 0 为 偶数 个 对 换 之 积 。 
Sganaco 三 
一 1 0 为 奇数 个 对 换 之 积 。 
则 我 们 可 以 得 到 与 上 述 定 义 等 价 的 定义 ， 
定义 2 EV, 是 对 称 的 ， 如 果 对 任意 的 置换 0， 及，， 
二 了 CoD-s700); TEV, 是 反 称 的 ， 如 果 对 任意 的 置 
换 0， 有 
T (v,, +, y,) = sgnol (yo ?ucr)) 
V, 中 所 有 对 称 张 量 构成 广 , 的 子 空 间 ， 用 立 ( 矿 ) 来 表示 
广 中 所 有 反 称 张 量 构成 广 的 子 空间 ， 用 4(〈 广 ) 来 表 示 。 一 般 
的 协 变 张 量 可 能 既 不 是 对 称 的 ， 也 不 是 反 称 的 ， 我 们 可 以 找到 一 
种 手续 ， 由 原来 的 张 量 构造 出 一 个 新 的 张 量 。 使 这 个 张 量 是 对 称 
的 或 反 称 的 ， 这 种 手续 就 叫做 张 量 的 对 称 化 或 反 称 化 ， 对 于 任意 
的 张 量 T 了 EV,， 它 的 对 称 化 记 成 ?了 ， 反 称 化 记 成 x， 办 法 是 


1 
(PI) 7 》) T Vocnys 3 Vocr) ) 


OeO 


1 
(1) (»,, 2 二 有 2 sgnof (Yo, or 


其 中 0, 表示 7 了 个 字母 的 全 部 置换 之 集 。 
张 量 的 对 称 化 与 反 称 化 有 下 面 的 性 质 ， 
命定 1 和 .x 是 线性 变换 而 且 满 足 
(1) .一 .oj FY, 
(2) TT,) =AV), ZO,)= Er) 
(3 ) 人 是 反 称 的 ， 当 且 仅 当 .sz 了 = 了 ， 
了 是 对 称 的 ， 当 且 仪 当 ?= 了 7， 
(4 ) 若 下 ,VV 是 线性 上 映射， 则 .x ， 久 与 ， 厅 一 矿 ， 


是 可 交换 的 。 即 
ooromP* oA, SoF*=F* og, 
证 明 留 给 读者 完成 。 
2. 协 变 张 量 的 张 量 积 
在 向 量 空间 广 上 ， 一 阶 协 变 张 量 空间 广 = 上 ,就 是 广 的 
对 偶 空 间 。 还 可 得 到 二 阶 ， 三 阶 等 等 协 变 张 量 空 间 广 ， 三 ,… 如 
果 再 规定 六 = 尺 ， 即 把 实数 空间 作为 零 阶 协 变 张 量 空间 ， 我 们 
作 六 上 所 有 协 变 张 量 空间 的 直 和 。 
T(V)=V OY ,BDV YD 
现在 ， 考 虑 了 ( 矿 ) 中 的 习 法 运算 ， 称 为 “ 张 量 积 ”。 
定义 3 设 DDEV,，WEV,， 有 映射 
CO, V,xV ,VY,,, 
定义 为 
中 CE 
一 四 (人 
其 中 > po 372 都 是 广 中 的 向 量 , 记号 POV 称 为 忠和 
y 的 张 量 积 。 
张 量 积 具 有 下 面 的 性 质 ， 
(1) (DTD OV=DOY+D,OY, 
中 的 (了 十 到 一 QT + DOV, 
(2) (RDIOV = DRV)= hk (DOV), (EkER) 
(3) (DCO@V)@BT=@2DO(YVLWT)， 即 张 量 积 满足 结合 律 ， 以 
后 可 记 成 CeoV Co7， 
(4) 如 果 了 上。 太一 厂 是 向 量 空间 之 间 的 线性 映射 ， 则 对 于 
VD VET(Y) 
F*(DOV)=F" DOF "VY 
关于 《4)， 简 单 证 明 如 下 ， 
设 DEV,, VEV ,wi Wn, 则 
F* (POW) We Ws) 
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=— DCDF ,Ww ), ,Ft )) 

= DF ws FW) WEF Ww), PF (Ws)), 

一 下 “四 (ww 9 wW,) FV (WwW,,, ‘1 Up) 

一 (DO VY) (WwW, Wo | 

可 以 看 出 ， 在 T(V) 中 间 一 级 的 张 量 可 以 相 加 和 用 实数 乳 ， 
因此 ， 每 一 级 都 构成 回 量 空间 。 而 在 整体 中 又 有 张 量 积 。 我 们 说 
T (1) 构成 分 层 的 结合 代数 ， 称 为 张 量 代数 。 它 是 无 限 维 的 。 

如 果 e, …， es 是 向 量 空间 VV 的 一 组 基 ,o，…,o 是 对 侦 空 
间 1 中 的 对 偶 枯 。 则 了 ,的 基 是 

《OO .000", 1 < < n} 
对 于 任意 的 广 上 的 ” 阶 协 变 张 量 BEV,， 有 
中 一 2 Pi 1D DD" 
lil ir 
3. 反 称 张 量 的 外 积 


我 们 知道 向量 空间 三 上 的 全 体 反 称 了 和 阶 协 变 张 量 4 三 ) 构 成 
,的 子 空间 .如果 再 规定 A'(V)= 愉 ，A (VV)=V*。 则 我 们 可 以 
得 到 

A(V)=A"(V PBA(V DBPBA(V FP 
它 荐 张 景 代数 了 ( 乒 ) 的 分 层 子 室 间 ， 但 不 是 子 代数 。 因 为 反 称 
张 最 的 张 量 积 一 般 不 上 理 保持 反 称 性。 这 样 ， 在 4 三 ) 中 将 引入 
一 种 新 的 乘法 一 一 外 乘 ， 使 4( 广 ) 在 这 种 乘法 上 封闭 。 
定义 4 设 DEA(V)，YWEA'(V )， 映 射 
A: A(V IxXA(V)>A™ (VY) 
定义 为 ， 


= (r+sl of (BHO) 


rls! 
上 且 射 入 称 为 外 区 ， 中 入 罗 称 为 中 和 兄 的 外 祝 。 
外 积 县 有 下 面 的 基本 性 质 ， 
(1) (@+DIANV=DANY TO AWV, 


DA(V +Y,)=DAV +OAY,, 
(2) (RP)AV=DAN(RY)= kDAYV), hER, 
(3) (BDAYV)AT=BDAWAT) 记 成 DAVAL 
(4) DAV=(~1)"YVYAD. 
( 5) 如 果 亚 sx， 太 一 矿 是 向 量 空间 之 间 的 线性 映射 ， 则 
FI(@OAV)=F"DAFY 
我 们 只 证 (4 )， 其 余 的 留 给 读者 完成 。 
设 r 是 由 ( 1 ,，…， 六， 十 1，…， rr 十 8)t>(r 十 1,'* 
二 5, 1,…, 7 ) 的 置换 . 
of (PO Jp “0s Pope) 


] 
(Cr+is)l 2 sgno@D Ys 0 Veer I Vor ?edr+v) ) 


1 
(r+s)! 2 sgnoW (Vo TL gr) ) 


oJ 


1 
(risen 2 sgnoTW (Yo) ，" "9 Var DO (s+1)s “ 
UT 


Vo cr4r) ) 
=sgnT (WOPD) (DI, Ys) 
但 sgnT= 二 (一 1 )”， 所 以 
DOV)=(— 1) VOD) 

即 BAV=(—1) YL4OD | 

由 此 性 质 容易 看 出 ， 对 于 任意 的 oA(V)=V， 有 % 八 @ 
一 0， 这 一 点 是 非常 重要 的 。 

下 面 的 定理 是 基本 的 ， 

定理 1 若 r>18=dim 太 则 4 人 (0( 广 ) 一 (0) 大 0 和 7 到 
rr ， 则 dim( 斑 )=C 若 ob mo 是 4( 矿 ) 的 一 组 基 ， 则 

{OA VT, leieile lan} 

是 4 人 ( 广 ) 的 一 组 基 且 dim.1(V)=2.， 

证 明 ，( 1) 设 ee 是 三 的 基 ， 中 EL4 (人 玉 ) 了 > 站 。 则 
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对 于 任意 ”个 基 向 量 的 组 e/ ，…, er 中 必 有 重复 出 现 的 基 向 量 。 
设 其 中 es 一 6 7 则 
四 (ep er "C1, ts 1) 
一 一 四 (ep el 0 ee) 

因而 中 eve) 一 0， 再 由 于 e,…ei 是 任意 的 ， 所 以 中 = 
一 0， 即 人 (三 )=《 人 0)。 

《2) 设 0 委 rr 委 0 0 ,0 "EMNi(V) 是 :ev，e 的 对 偶 
基 ， 则 

0 人 … 人 oo 一 ro0Q…Qon) 
设 EA(V), 

中 = 了 PD) ,DI Or 
loi 

由 于 wrB= 加 9， 因此 


D=AD= P01D' Do") 
lis eR 芝 


= 一 2 A AA Dir 
li ,i Ch 
其 中 1,…,1i, 中 有 相同 者 , 相应 的 项 为 0; i,,…,ii 的 组 合 相 同 而 顺 
序 不 同 的 项 最 多 差 一 符号 , 可 以 合并 成 一 项 .因此 C', 个 元 素 的 组 
{OIA NAO, 1&i<<i<n} 
张 成 4( 广 )。 容 易 证 明 它 们 还 是 线性 无 关 的 ， 所 以 ， 它 们 构成 
A(V) 的 一 组 基 
(3) 由 (2) 知 dim4 (三 )=C"。 所 以 


dimA(V)= >》 dimA'(V)=2” | 
r = 0 


由 此 定理 可 以 看 出 ，A"(V ) 的 基 是 @ 人 … 人 No"。 也 就 是 说 ， 
人 (三 ) 是 一 维 向 量 空间 。A"(V) 中 的 元 素 之 间 彼 此 只 差 一 
倍数 ， 
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AV)=A(V PA(VID.DBAV) 
带 有 外 积 构成 分 层 结合 代数 ， 称 为 问 量 空间 VY 的 外 代数 ，。 
4. 问 量 从 
”定义 、EE 是 Hausdorff 拓 扑 空间 ，T， 巨 一 了 是 满 的 
连续 上 喘 射 ， 且 满足 
(1) 对 于 VaEEX,x (a ) 二 上 .具有 9 维 实 向 量 空间 结构 ; 
( 2) 对 于 VaEEX， 习 a 的 邻 域 U 和 同 胚 
po TUTEo>UxXR 
使 得 当 p，U x Kr->U 表示 投影 时 ， 有 了 了。YPo== x。 而 且 
Pulss Ex>Ax}XxXAK 
是 向 量 空 间 的 间 构 。 则 称 {E, 针 ,75} 为 XX 上 的 秩 为 9 的 实 问 量 
从 。 其 中 五 称 为 从 空间 ， 式 称 为 底 空间 ，T 称 为 从 投影 ， 只 .= 一 
ra ) 称 为 a 上 的 纤维 ，K" 称 为 纤维 型 。 

当 X 和 五 都 是 微分 流 形 ， 工 是 C ”映射 且 48o} 是 微分 同 肥 
时 ， 称 { 瓦 ,X， xy 为 微分 回 量 丛 。 以 后 常 省 略 “微分 ”二 字 ， 闪 
简 记 为 问 量 从 EE， 

当 9 二 1 时 ， 特 别称 为 线 从 ， 

例 EE=XXKR，7T， 一 了 是 自然 投影 则 EE 称 为 平凡 
从 。 即 平凡 从 同上 胚 于 一 个 拓扑 积 。 一 般 的 四 量 从 是 非 平凡 的 ， 但 
根据 定义 容易 得 ， 它 在 局 部 是 平凡 的 。 贺 柱 面 可 看 成 以 加 为 底 的 
线 从 ， 它 是 平凡 的 ，M5bius 带 则 可 作为 非 平 凡 丛 的 模型 。 

如 果 考 虑 底 空 间 XX 的 开 履 盖 乡 = 4U1， 则 有 ， 

Pn TU UX 
9 TU UXR 
当 x* EUNU;, eEn YX) 
pi(e )=(x,»') 
P(E )=( Xx,») 

Vi» Pi, (XV) x, D(x, gr( x) 

其 中 =gi( XX)y，gi(X%) 是 站 一 天 的 非 退 化 线性 变换 ， 即 
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ofxDJEGCI9，R)。9gx) 称 为 向 量 从 的 过 渡 函数 ， 它 有 如 
下 性 质 ， 

(1) x€EUfU,fU:, gi %)° gn( Xx) = gi x) 

(2) g(x ) 三 异同 (相当 于 Gi( 8 ,RR) 中 的 单位 矩阵 )， 

(3) qi (x%)=qn( xX) 

(4) qn XPrgqy(xX) 是 UUjy>GI(49,R) 的 连续 映 
射 ， 对 微分 从 来 说 ， 是 CL“ 映射 。 

例 ”考虑 流 形 MM 的 切 从 TC(M)， 显 然 它 是 一 个 秩 为 n = dim 
M 的 向 量 从 ， 对 于 PEM 处 的 两 个 破 标 域 U 入， 设 U 的 举 标 隔 
数 是 《 x!,…,x”)， 术 的 谷 标 函数 为 《y',…,y”)。 则 忆 处 任 一 阿 
量 人 rzEGZeGCAM) 可 以 表示 为 ， 


a 
p= 2 了 OX’ 
1 EF 
或 人 一 2 La 7 
f 严 
易 知 ys 
yr 1 »》 .， > y1 
dX” ’” ox” 。 
Dp/? 7 ue 9 . yr" 
ax!’ ” ox” 及 
即 
OF ， 93- 
Oxi” ”8X” 
ru(P)= ee ,, 
9Yy 9Yy 


ax ~ ex” 人 
对 于 MM 的 上 若 从 ， 也 有 类 似 的 情况 ， 
定义 2 微分 向 量 从 { 玉 , 对 , 区 } 中 ，C 映射 
Ss: XE 
使 得 ，x。S=1、 是 关上 的 恒 同 ， 则 称 $S 为 向 量 丛 五 二 的 一 个 
截面 。 
了 29 


例 流 形 M 的 切 从 了 (AM) 中 的 截面 就 是 M 上 的 光滑 向 量 场 。 
M 的 上 切 从 7"(M) 中 的 截面 就 是 M 上 的 微分 1 一 形式 。 

2. 流 形 上 的 张 量 场 

对 于 流 形 MM 上 每 一 点 2 了 处 的 切 空间 了,(M) 和 上 切 空 间 了 了 
(M)， 我 们 可 得 相应 的 张 量 空间 TCM)r， MD ， 等 等 。 因 而 与 


前 面 类 似 的 方法 ， 可 得 到 M 上 相应 的 向 量 从 ,Ty(M)= UT 
PeM 


(Mp) 称 为 M 上 的 (>，s ) 一 一 张 量 从 。M 上 的 向 量 丛 了 (MD)= 
U (Mp), 称 为 M 上 的 7 阶 协 变 张 量 丛 等 等 。 

Pt 

这 些 向 量 从 的 C" 截 面 就 称 为 M 上 的 张 量 场 。 例 如 ，M 上 的 
r 阶 协 变 张 量 场 是 截面 GC，M~>T"(M)， 满 足 r, 四 =Tu。 其 中 
x 表示 从 投影 ，1x 表示 M 到 自身 的 恒 同 映射 。 

M 上 全 体 Cr 阶 协 变 张 量 场 构 成 RR 上 的 向 量 空间 ， 记 成 C” 
CM, 7T"M)). 如 果 革 ,,…, 蔗 ,是 M 上 fr 个 C" 向 量 场 ,定义 BCX，， 
(PP)=Dp(X,(P),…,X 必 P)). 其 中 Dp=@D(P) 表示 
张 量 场 多 在 bp 点 的 值 

我 们 知道 ， 向 量 空间 中 的 协 变 张 量 是 作用 在 向 量 上 的 ， 其 值 
为 数值 。 而 流 形 上 的 张 量 场 是 作用 在 向 量 场 上 的 ， 其 值 为 流 形 上 
的 函数 。 显 然 的 ， 协 变 张 量 场 在 实数 中 上 是 线性 的 ， 即 有 如 下 的 
性 质 ， 

D(AR, ,aX oN;, ,XX,) 

一 G 四 (pp Es, ,OD CT, HE, NX,) 
其 中 4 ,6b 扎 R。 如 果 把 a ,5 换 成 MY 上 的 C" 函 数 ， 性 质 仍然 成 
立 。 这 说 明 协 变 张 量 场 对 于 C~(M) 也 是 线性 的 ， 所 以 CM， 
T"(M)) 是 M 上 C" 函 数 环 上 的 模 。 

如 果 U CM 是 开 集 ， 则 M 上 的 C" 张 量 场 限制 到 UU 上, 就 得 到 
U 上 的 C* 张 量 场 。 开 此 ， 我 们 可 以 考虑 M 的 某 个 局 部 坐标 域 的 
张 量 场 。 设 (U;x!,…,x”) 是 M 的 一 个 局 部 坐标 系 ，PEU 是 
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( 9 


U 上 任意 一 点 ， (Br , 


;一 1，… #1 是 点 处 切 空 间 M; 的 


基 ， 则 | 二-， 一 1 1 是 U 上 模 C~(U,T(U)) 的 基 . 


完全 类 似 地 ，{dx’，i = 二 1，…，+#》 是 U 上 模 C*(U,T*(U)) 
的 基 。 从 上 节 的 讨论 ， 我 们 知 道 {dx"16@0… 多 dx ， i 攻 
?构成 C~CU,7T"(U)) 的 一 组 基 。 因 此 ，U 上 的 任 一 Cr 阶 
协 变 张 量 场 @ 都 可 以 表示 成 
D= 》 pdx dx 
1€i1 i 

其 中 mw ,是 LT 上 的 C” 函数 。 由 此 进一步 可 以 看 出 。 如 果 克 ， 
A, 是 M 上 的 C 向 量 场 ， 台 是 C 了 阶 协 变 张 量 场 , 则 D(X，， 
… 兴 ,) 是 M 上 的 C ”函数 。 

癌 量 空间 上 的 拉 回 映射 也 可 以 推广 到 流 形 上 。 设 F，M 一 N 
是 C 流 形 之 间 的 C” 映射 。 则 下 ,， 凡 p>Nsoz) 是 F 在 PEM 点 
的 切 映 射 。 由 此 可 以 诱导 出 拉 回 映射 

4 TT'(Nyew,) I"(M ,) 
使 得 
(Gram (AX Ip, 估 ，) 
= Dr (FX,), “A,,)) 
其 中 BrpET CVD) Ap EM ， 这 样 对 于 每 个 书包 
MH， 有 FF ，GrmG Gore)。 如 果 给 出 N 上 的 任意 的 > 阶 协 
变 张 量 场 BB， 则 在 F(M)CN 上 诱导 出 映射 
PF”, BFP" 
使 得 . 
(FD) NX,,, 9 KX,)= Dro (PF (XL1,), 机 F(X,,)) 
即 拉 回 映射 "把 N 上 的 协 变 张 量 场 映射 成 M 上 的 同 阶 的 协 变 张 
量 场 。 需 要 注意 的 是 ， 对 于 逆 变 张 景 场 ,类似 的 喘 射 不 一 定 存在 . 
因此 这 是 协 变 张 量 场 的 一 个 特殊 性 质 。 容易 征明 ， 
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F", T'(N)->T’'(M) 
是 线性 的 。 而 且 保 持 对 称 性 或 反 称 性 。 这 里 我 们 用 张 量 从 的 记 
号 T"(M)，7T"(N) 代 雹 了 张 盟 场 空间 的 记号 C*(M,T"(M))， 
CN, UV))。 这 只 是 为 了 方便 。 

流 形 上 的 协 变 张 量 场 的 一 个 重要 例子 是 度量 张 量 。 在 CC 一 
流 形 MW 上， 一 个 对 称 、 正 定 二 阶 协 变 张 量 场 @ 称 为 M 上 的 一 个 
获 曼 (Riemann) 度量 。 具 有 黎 曼 度量 的 流 形 称 为 黎 曼 流 形 。 在 
这 种 流 形 上 具有 让 富 的 几何 性 质 。 例 如 可 以 有 弧 长 、 面 积 、 测 地 
线 等 等 ， 研 究 这 种 流 形 上 的 几何 就 是 所 谓 黎 曼 几何 。 


$3.2 微分 形式 与 外 微分 


1. 微分 形式 

为 了 方便 ， 我 们 仍 用 T"(M) 表示 M 上 C”* 的 7? 阶 协 变 张 量 
场 空间 ， 再 命 4(M)=7"M)= 二 CC(M)， 妈 表示 MM 上 全 体 C" 函 
数 。 命 A1(M)= 二 T'(M) 表示 M 上 全 体 C" 的 一 次 形 式 ，A'(M) 
CT"(M) 表示 M 上 全 体 C "的? 阶 反 称 协 变 张 量 场 。 

定义 1 M 上 的 C~r 阶 反 称 协 变 张 量 场 称 为 MA 上 的 r 阶 外 
徽 分 形式 ， 简 记 为 了” 一 形式 ， 

考虑 直 和 和 ACM)=A(M) 四 A (M) BBA(M), 
在 其 中 定义 “外 积 ” 如 下 ， 对 于 M 上 的 任意 的 ?一 形式 BEA 
(CM) 和 ;一 形式 EA'(M)， 定 义 外 积 四 作 WVEA4™(M) 为 

(DAV),=D, NV. 

显然 ， 它 满足 结合 律 ， 而 且 BA 人 WW=( 一 1)"V 人 和信 @B。 因此, ACM) 
构成 R 上 的 分 层 代数 ， 称 为 M 上 的 微分 形式 代数 或 外 代数 。 


在 如 的 局 部 举 标 系 (U:; X ,i X ) 上 ， 1 1 一 1 
r ， 是 U 上 的 标 架 场 ，{dx' i = 1,…, n》 是 上 切 标 架 场 。 则 


(dx 人 人 dx 1 之 < 8) 是 A1'(U) 的 基 。 任 何 7 一 
形式 中 EATU ) 可 表 成 
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P= Dp dx A A dy 
1 En 
特别 地 ， 每 个 U 上 的 7 一 形式 @ 可 表示 为 
w= f(x)dx! N\A\dx” 
在 两 个 局 部 坐标 域 的 交 U [IV 中 ， 若 其 坐标 变换 为 。 
| y = y (Xx) 


y=y X,Y”) 


则 
反 3 J 
dy = 2》 rdx', 二 1， » 
1 =} 

办 此 
Oy! By 
DX1L Ox” 

dy 人 … 人 dy 一 加 dxi AN 人.… 人 dx 

oy” oy" 
axl Ox 


这 时 ， 若 名 == g (3)dy'A… 人 dy,, 则 
w= 9g(y(x))det( 9 ae 人 -: Ad 


Ox! 


也 以 
fC) g(x) yx) de 2 


最 后 ， 对 于 C" 映 射 夏 ， 村 一 NN, 相应 的 拉 园 映射", ACN) 
>A(M) 是 一 个 代数 同 态 ， 即 满足 以 下 性 质 : 
FID TD,)=F (D+ (9,) 
f(gp)=(g° PF) (D) 
F*(DAV)=F*(D) AF* (YY) 
其 中 B,D,, PDEA(M)，YVEA(N)，9 EC (N)。 还 需 申 明 
一 点 ， 当 /EC CCV)=4 CCV) 时 ， 由 拨 诱 导 的 拉 回 瞻 射 使 
(Cf)=f°of 
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2、 外 微分 算 子 

我 们 曾经 在 流 形 上 引入 了 函数 的 微分 ， 即 对 于 M 上 的 任何 
C” 函数 1 EC~(M)，dfleEM。 df 就 是 M 上 的 1 一 形式 。 因 
此 可 以 说 ， 算 子 d ，A*"(M) 习 A'(M) 是 把 M 上 的 0 一 形式 映 成 
1 一 形式 。 我 们 要 把 这 一 算 子 推广 到 MM 的 外 代数 A(M) 上 。 

定义 2 MM 的 外 代数 ACM) 上 的 外 微分 算 子 d 是 映射 

d: A'(M)>A™(M) 

其 中 上 二 0,1,…, 7. 它 在 六 的 局 部 坐标 系 下 的 具体 表示 为 ， 若 


QD 一 Oi i dXIA A dx 
Tc < 
doa = TAC LAT AC LA 
l&il< "<iken 


c= > 2, I dxiAdxiA Ndxit 
ltl ji=1 9% 
特别 当 @ 二 忆 4"(M) 时 ， 局 部 表示 为 


df= 》 -dl 
= 1 

这 与 函数 的 微分 是 完全 一 致 的 ， 由 定义 还 可 看 出 ， 当 wEA"(M) 
时 ，daw= 0， 

命题 1 ”外 微分 算 子 有 下 列 性 质 

(1) waw(o+ 人 = 一 adwo+ad7，oo，7 是 R 一 形式 

(2) doANA7)=dwogA 人 7+( 一 1) OANAdr，o 是 有 R 一 形式 ,7 
是 1 一 形式 ， 

(3) dl(dwo)=0, 即 d= 0， 

(4) ao) 一 dd oa) 

证 明 ， 前 两 条 可 由 定义 直接 验证 。 

下 面 证 明 第 三 条 ， 
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do= 》， 3» i -一 一 dx /Adx iN... Ndx't 


d (dw) = 2») > 2 SO dx Ndx’ Adx NA.» dx’t 
其 中 一 了 8 了 的 项 恒 a ej， B = i 的 项 恰好 反 号 ， 互 相 
抵消 。 所 以 ，d (dw@)= 0， 即 d:= 10， 

表 证 朋 第 四 条 ， 

没 开 出 "一作 是 C” 映射 ，m, + 分别 表示 流 形 MM 入 的 
维 数 。 对 于 N 上 的 和 任 一 k 一 形式 @EACN), &R 志 mm，k 志 1 
4 《oo) 是 MM 上 的 一 形式 。 对 用 归纳 法 ; 


M FeXp 


图 3.1 


当中 是 N 上 的 0 一 形式 ， 即 C" 函 数 9 时 ， 
d (f° (9))(Xr)= d (g° b)(XP) 
=Xp(g° £) 
=(F,Ar)(9) 
=dg(F ,Ar) 
= "(dg)(Xs), 
即 此 时 等 式 成 并 
骨 设 是 上 一 形式 时 等 式 成 立 。 证明 k 十 1 的 情形 很 浓 
楚 ， 任 一 k 十 1 一 形式 ， 可 以 表 成 人 dx 的 和 的 形式 ， 其 中 多 
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为 有 一 形式 。 由 天 ”和 d 是 线性 的。 只 对 wAdx 证 明 命 题 就 
行 了 。 
FPF*(d (Adx'))=F"(doAdx’) 
= FP"(do) 人 人 F*(dx’) 
~=d (FAF"(dx’)) 
一 g (CoOA 人 dx ))。 | 
定义 3 车 dw 一 0， 则 称 o 为 团 形式 ， 若 在 在 微分 形 式 7， 
使 得 d7=O， 则 称 @ 为 恰当 形式 。 显 然 ， 每 个 恰当 形式 一 定 是 闭 
的 。 反 之 ， 是 否 每 个 闲 形 式 一 定 是 恰当 的 呢 ? 这 是 一 个 微 妙 的 
问题 。 先 寡 下 面 的 例 村 。 
例 1 设 关 上 的 1 一 形式 Oo= 了 dx 十 Qdy 是 闭 则 do = 


( 强 -如 ds 人 dy= 0, 所 以 必须 满足 条 件 -3 = 25-， 如 果 
和 洗 一 个 函数 f(%， 2 apo Q(x,1) 


dt, 则 df = dx 二 -81 afd =Pdx+Qdy=w， 这 说 明 在 RR 上 


对 1 一 形式 来 说 ， 六 的 一 定 是 恰当 的 , 
例 2 Se 二 


0 一 dYX 十 一 一 


证 Ty 一 dy 


由 于 do= 0， 所 以 w 是 闭 的 ， 再 考虑 平面 上 的 极 坐 标 系 +* 
Vx 


» 
arctg™ ~ ， % > 0 9 了 之 0 


十 arct- 二 - ， XxX 0， 


] 27z 十 arctg ~ ~» >0,7<0 


x/2, x=0, y>0 
| 3/2, X 一 (0， y<1D 
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没 4= 人 tx，7)EA YY<0 藉 X 关 0 而 了 天 0》, 则 (xx，y) 
是 4 上 的 连续 函数 。 而 在 R* 一 40} 上 却 不 连续 ， 在 A 上 有 


Y 
(r,6) 
(rx, Y) 
9 pp 4 
3.2 
910 90 4 
d=— dx dy 一 dx 十 一 z Fdy=0 
如 果 在 | 使 得 df =o， 则 在 4 上 
> 9f _ ， 
应 有 -= -人 = 多， 所 以 /一 9 十 常数 。 但 这 是 不 可 


能 的 。 因 为 在 正六 铀 上 不 连续 ， 当 然 f 也 不 连续 ， 这 与 /的 
假设 矛 逢 ， 上 面 的 论述 说 明 ， 在 启 一 10} 上 存在 财 而 不 恰当 的 
1 一 形式 ， : 

对 于 这 个 问题 ，Poincare Wu 人 出 了 很 好 的 党 案 。 上 中 的 


星 形 开 集 4 定义 为 一 个 开 集 。 对 于 它 的 每 一 点 *， 线 段 ox 都 在 
A 内. 

Poincare 引 理 若 4S 玉 是 对 于 0 点 的 星 形 开 集 ， 则 4 上 
的 每 个 闭 形式 都 是 恰当 的 ， 


我 们 略 去 引 理 的 证 明 ， 可 参看 M.Spivak: “ 流 形 上 的 微 积 
分 。 "此 引 理 不 难 推 广 到 微分 流 形 上 。 

下 面 的 命题 说 明 外 微分 d 与 括号 运算 的 关系 。 

命 丁 ?3 若 @ 是 必 上 的 1 一 形式 ,和 .了 是 M 上 的 回 量 场 . 
风 有 ; 

do(X, VY)= Xo Vy-Yo( XN)—-o(CX, YI). 

证 明 ， 只 要 在 o@=jag 的 情形 下 证 明 就 够 了 ， 其 中 三 9 都 
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是 M 上 的 CC 函数 。 
左边 = qd (fdg)(X, YY) 
= (dfAM\dg)(X,Y) 
=df(X)dg(Y )—dg(X)adaf(Y) 
=(Xf)(Yg)—(Xg)(Yf) 
右边 =X((fdg)(Y ))~Y((fag)(X))—(fadg) (X,Y)) 
=X(f (Yo))—Y(f(X9))~ f (XYg~YXg) 
=-(Xf)(Yg)—(Yf)(Xg) | 

3， Frobenius 定理 的 对 侦 形 式 

我 们 要 利用 前 面 的 知识 和 命题 2 ， 论 证 Frobenius 定理 的 另 
一 种 形式 。 

Frobenius 定理 1M 是 二 的 4 维 流 形 ，- 是 M 上 CC 的 一 
分 布 ， 则 J 是 对 合 的 充 要 条 件 是 在 每 一 点 EM 的 邻 域 乒 中 ， 存 
在 ”一 R 个 线性 无 关 的 1 一 形式 1，o”，…,o"。 使 得 满足 

(1) o(X)=0, r=hkh 二 1,.…, nn, XE 


(2) do'= 9 NW, r=hk+1,, 1, 
| =hbk+1 


入 为 1 一 形式 。 

证 明 ， 设 人 已 给 定 ， 在 每 点 PEM 的 邻 域 扩 中 存在 LA 的 局 
部 基 人 六 ,,…， . 目 然 可 以 扩充 为 41 人 们 kr 六 使 它 
们 都 是 CL" 的 , 而 在 斑 中 每 个 点 处 都 构成 切 空 间 的 基 。 再 设 它们 的 
对 偶 基 是 oo oO 显然 ， 2 ,…,w” 作用 于 大 ，， 
…， 心 均 为 0， 这 就 满足 了 条 件 《〈1)。 

如 果 L4 是 对 合 的 。 即 


[XAD 一 DC (Ci i,1=1,2,.,k). 
应 用 前 面 的 命题 2 . 
do' (Ns A };) 
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=Xo (XN— XO CK) —o' (CX;, X 门 ) 


=0 
其 中 r= 二 kh 十 1 ,1n; i,j,l=1.2,..,k. 另 一 方面 
+ 
上 4 
一 一 一 CD 人 。 
人 


其 中 bi,= — bs rr 一 R 十 1 7。 所 以 
do' (KX;, Kj) 


= 二 》 GDCD ACO ACOL 


s, t=1 
~ L(b;,—b’,) =07 
一 -二 人 7 ji) 了 


显然 ， 5，, {=1,2,'"'， k 时 ， b',= 0， 即 在 @ 人 om 中 ， 3， 
上 至 少 有 一 个 大 于 。 故 可 改写 成 形式 


do "一 Vy | 2 so A 


I=zk+i\ i=} 


挤 
记 为 do"= 了》 9 人 人 0% 
1:=h 


+ 1 


反之 ， 若 条 件 (2 ) 成 立 ， 则 


do'(X,, XX;)= 2 bi 人 ma (KX, A))= 0 


:= k+l 


其 中 i， j= 1, 2 R 。 再 用 前 面 的 命题 2, 对 于 rr 一 kh 十 1， 
"“"", n, 有 
0 dm’'(X, 太 }) 


Xo (XX,) 一 XO (XN)—O(CA, 庆 几 )) 
= 一 — 0 (CX,, 9) 
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所 以 CXi, XX 站 = CO 1 7， 1 一 1,，2,…R 即 4 是 对 合 
| 


的 。 | 

最 后 ， 我 们 简单 介绍 一 种 4(M) 中 的 新 的 算 子 一 内 来 。 

定义 4 XX 是 M 上 的 C" 向 量 场 ， 算 子 ix,A*CM) 一 A *'(M) 
称 为 用 的 收缩 或 内 乘 ， 必 须 满 足以 下 条 件 ， 

(1) 如 果 fEA'(M)， 则 1xf = 0， 

(2) 如 果 ”@EA"(M)， 则 

(tx®) CN ,0 RR ) 
= Q(X， 所] 1) 

其 中 入，… Ai 前 是 M 上 的 C" 向 量 场 。 

命题 3 内 乘 算 子 ix 有 下 绚 性 质 ， 

(C1) 403 

( 2) 5x(O 十 人 一 1x0O 十 1x773 

(3 ) ixvy=ix 二 hi, 

( 4) tyx= fixg 

(5) ix( AZ)=ixo0A2+— 1) (Aixz). 
其 中 ，fEA'C(M),， X,YET(M), 0,7EA(M), :EA(M). 

证 明 ，(1 ) 一 (4 ) 的 证 明 是 显然 的 下面 只 证 《5 )。 对 & 
用 归纳 法 ， 

设 在 局 部 坐标 系 下 ，o=/j/adx， 则 

ix(fdx' 人 z) Ap 从 站 

一 (fax 人 z) (人 在， 从 站 


一 jgx (XK) zy 有) 十 2 (— 1 )fax'(X)) 
Xx 之 (X,X,, ”9 Xy, A) 
二 [1x(fdx’) 八 z 十 (—1]1 )!'fdx MixzI(X,, 人 


即 等 式 成 立 。 再 设 等 式 对 中 为 (有 & 一 1) 一 形式 也 成 立 。 来 证 明 
k 一 形式 的 情形 。 羽 =% 作 dx，%, 是 (& 一 1) 一 形式 。 则 
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ix(o 人 aix(o 人 dx 人 下 

一 fxoOl 人 (dx Nz) + — 1) vAix(dx’/\2) 

一 xl 人 dx Az+(— 1) oNixdx' Az+(— 1)o 人 \ 
dx'N\ixz 

一 fxOi 人 z 十 (一 1 人 yxz 

至 于 一 般 情 形 ，o= 3o ,dxaA…A 人 dx 只 要 利用 (2 ) 
就 可 得 到 。 


3 3.3 形式 的 积分 和 Stokes 定理 


1， 流 形 上 的 单位 分 解 

在 利 一 章 中 ， 我 们 研究 了 欧 氏 空间 中 单位 分 解 的 存在 性 ， 在 
微分 流 形 中 单位 分 解 仍 然 存 在 ， 有 下 面 的 定理 。 

定理 ] 设 { 矿 。? 为 流 形 M 的 任意 的 开 覆 盖 ， 则 在 M 上 存在 
(“函数 组 G = {gp; p= 1，2,…}， 使 得 ， 

(1) ge>0, p= 1, 2,. 

(2 ) 对 于 MM 上 任 一 点 *， 存 在 x 的 邻 域 U, 使 得 只 有 有 有限 
个 ge 在 U, 上 不 为 0， ， 

(3 ) 对 M 上 的 每 一 点 Xx， 2 ge( x )= 1 

=1 

(4 ) 对 每 个 gsEG， 存 在 一 个 太 。， 使 suppggCCW,。。 其 中 
suppg9s== (XE 以，ge( % ) 了 关 0} 的 闭 包 ， 称 为 函数 gs 的 支 集 。 

满足 定理 中 各 条 性 质 的 函数 组 G = {ge} 称 为 流 形 M 的 从 属于 
开 履 盖 4V.} 的 单位 分 解 。 

定理 的 证 明 可 参看 C. Goffman， 多 元 微 积分 等 书 。 

2. 问 量 空 间 的 定 问 

直线 有 两 个 方向 ， 但 在 初等 微 积分 中 研究 的 数 轴 则 是 选 定 了 
直线 的 一 个 方向 , 这 是 给 直线 以 定向 。 在 平面 解析 几何 中 , 选 定 一 
个 右手 系 的 坐标 系 ， 也 就 是 给 平面 以 定 同 。 同 样 的 道理 可 以 考虑 
2 维 问 量 空 间 的 定 癌 问题 ， 
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设 乒 是 ” 维 癌 量 空 间 ， 在 它 的 所 有 基底 中 定义 等 价 关 系 ， 基 
‘@1, "s 6s} 与 和 {21s "sy er》 等 价 ， 如 果 


他 
p 重 
2 ij 一 > aie;, J 一 一 1 S 2 要 "yg ef 
1 = 1] 


而 且 det(a}) 之 0。 可 以 记 作 {ex ~ {e?} 。 这 样 在 向 量 空间 信 的 基 
搬 中 只 存在 两 个 等 价 类 ， 

定义 1 问 量 空间 矿 带 有 属于 某 一 等 价 类 的 基底 则 称 为 定 辐 
的 向 量 空间 。 

显然 ， 给 定 乒 中 一 组 基底 {e，… ee， 就 在 三 中 唯一 确定 了 
一 个 等 价 类 ， 即 包含 {fe/,…，e») 的 等 价 类 。 因 此 ， 也 就 给 定 了 了 
的 一 个 定 回 ， 可 以 记 为 定向 

让 一 人 EC)1， ‘1 Cp 
广 中 与 之 相反 的 定 同 可 以 记 为 
— HL=—[e,,., eC 
容易 独 出 
b= CEs ,Eyeo] 
= 一 —[e,, Cs Big *, e,] 

即 是 说 ， 任 意 对 调 两 个 基 向 最 的 位 置 ， 则 空间 改变 定 癌 。 

关于 问 量 空间 的 定 同 。 还 需 了 解 以 下 两 点 

( 1 ) 任 给 一 非 替 的 吕 和 拒 人 ( 广 )， 唯 一 确定 大 的 一 个 定向 。 

设 向 量 空 间 矿 有 两 组 基 《e ……es》 和 《el …，eo}， 


玫 
ej 二 2 aje;, 7] 二 1,', + 
1 三 1] 


显然 ， det(a1 天 0 9 再 设 9 表示 置换 ( ] 9 )Fe( ?1 3 ”9 1 ) 。 
则 


Qe1, ,En) = 2 ail asn (2 (ei,s Ci 


1y i 


) 
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| 2 sgnIat Ya OQ (e,, “oC, ) 
tit, 


=det(a;) 0 (6, *…, Es)。 

当 {@1， en 一 (et ye 时，det(d7) 盖 0， 这 时 ，Q(Ce es) 
与 Q(e1,…, 24) 同 导 ， 当 {el,…, Es) 与 {61,…, 24》 反 向 时 , det(ai) 
< 0， 这 时 Q(e…,6s) 与 人 (el,…,es) 反 号 。 所 以 ，Q 把 六 的 
基 分 为 两 类 ， 其 中 一 类 使 名 > 0 ， 另 一 类 使 中 < 0 。 这 正好 是 空 
闻 定 问 中 所 确定 的 两 个 等 价 类 。 若 我 们 约定 只 选择 使 只 > 0 的 基 
人 拒 。 则 名 唯一 确定 了 矿 的 定向 。 

由 于 向 量 空间 信 的 所 有 % 阶 反 称 协 变 张 量 之 间 只 差 一 个 常数 
站， 所 以 全 体 非 零 的 4 阶 反 称 协 变 张 量 也 可 以 分 为 两 类 ， 其 中 同 
类 之 间 相 差 正常 数 俯 。 所 以 ， 同 类 的 确定 广 的 同一 定向 ， 即 非 
零 吕 EA MV) 的 这 种 分 类 正好 对 应 向 量 空间 亚 的 两 种 定向 。 

《2 ) 如 果 丫 量 空 间 扩 中 定义 了 内 积 T， 则 存在 标准 正 交 
基 {el, …, en} 。 使 得 7 (ei， ej;) 二 61 ， 取 KH=[e,…, Eb] 为 三 的 定 
向 ， 则 存在 唯一 的 ” 阶 反 称 协 变 张 量 @ 拒 4 人 (人 矿 ) 使 得 @ (Ce …， 
e,) 一 1 。% 称 为 向 量 空间 矿 的 体积 元 素 。 

设 tei,…, ss) 是 三 的 另 一 组 标准 正 交 基 ， 且 


ce 

i=1 

则 T (et, el)= 2》 afafT (eu ei) 
. R， | 
= Dl ata} =6,, 
R 

所 以 《af(aj)'== (单位 方 阵 )， 即 det(ai)= 二 1。 如 果 人 矿 是 
定向 的 ， 则 det(a 站 = 1 。 因 此 


(ei "oy es) ==det(af)o(e,, 机 6n) 
= 1 
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这 说 明 ， 体 积 元 素 作 用 在 任何 定向 的 标准 正 交 基 上 都 得 1 。 
例 在 普通 的 欧 氏 平面 上 ， 设 人 ee:} 为 右手 系 标 准 正 交 
基 。 通 常 的 定向 即 是 上 =[Ceyeo]。 设 1t@ ,oo ) 为 4ebes 的 对 侦 
基 。 则 @!: 八 w? 是 面积 元 素 。 因 为 o 人 ofel，es) 一 1。 
如 果 v,=bie, 十 bie,，v, 二 03e1 十 b3e; 是 两 个 线性 无 关 有 的 加 
量 ， 则 
"A 
= Nw Zobie:, >b3e;) 
bb3 


一 ep Pre, €,) 


1 
3 03 


~ det(b?) 


其 绝对 值 表示 以 ui os 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 。 其 符 号 天 示 
0,, 7， 成 右手 系 还 是 左手 系 。 因 此 ， 可 以 说 @! 八 @*(v ,0,) 表示 以 
li vs 为 邻 边 的 平行 四 边 形 有 辣 面 积 。 

类 似 地 ， 在 R" 中介 = 中 和 八 … 八 w” 为 其 体积 元 素 。 其 中 忆 ， 
…, _”) 是 标准 正 交 基 《e …，es} 的 对 偶 基 。 

3， 流 形 的 定 回 

对 流 形 M 定 向， 就 是 要 对 M 的 每 点 x 处 的 切 空 间 以. 选择 一 
适当 的 定向 。 由 于 流 形 有 微分 构造 ， 在 每 点 的 局 部 坐标 系 内 ， 很 


自然 地 ， 可 以 用 欧 氏 空间 中 的 通常 定向 ， 即 右手 系 | 2-，… 
0 9 9 
2 来 确定 M。 的 定向 。 即 取 4 一 [ 50r …， 3 |。 但 是 这 样 


选择 定向 ， 在 必 整 体 上 存在 一 个 是 否 彼 此 相 容 的 问题 ， 

定义 2 #1 维 微 分 流 形 叶 称 为 可 定向 的 ， 如 果 对 于 适当 选择 
的 M 的 局 部 坐标 系 族 {(U ,96)}。 当 U6。 Ug 隆 $ 时 ，%。。 pp ， 
9e(U .站 Ug) 一 R” 是 保持 定向 的 , 也 就 是 说 (8。。 Vp” ) 把 KR 的 通 
常 定向 映 为 通常 定向 。 或 者 说 ，P。。 Pp 的 Jacobi 行列 式 处 处 大 
于 零 。 
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图 3.8 
当 jM 是 可 定向 的 , 在 定义 中 所 选择 的 坐标 系 下 , x EU 站 Ub 
则 M。 在 U。 中 的 自然 定向 是 [1，…, 2 |， 而 在 Us 中 的 自 


裁定 向 是 [2 59。 ]， 由 定义 (3,… ar] [52 
7]. 


定义 3 著 aED.， 取 内。 -[( 一 ) (是 自然 定 


向 。6E Ug， 下 一 [( 让 和 ) (| 也 是 日 然 定 问 。 它 们 


分 别 在 w。，98 之 下 都 与 R” 中 的 通常 定向 一 致 。 而 且 当 Ga 一 5 
时 ， 它 们 确定 相同 的 定向 。 这 时 称 4 与 Ws 是 相 容 的 。 

定义 4 “对 于 可 定向 流 形 ， 给 定 一 种 彼此 相 容 的 定向 后 ， 则 
称 为 定向 流 形 。 

不 可 定向 的 流 形 的 一 个 典型 例子 是 M5bius 带 ， 对 于 其 上 任 
一 点 卫 处 的 一 组 标 架 , 使 它 保持 相 容 , 沿 带 向 右 旋转 一 圈 再 回 到 原 
处 时 ， 则 得 到 相反 的 定向 ， 这 说 明 M5bius 带 是 不 可 定向 的 。 利 
用 据 扑 方法 , 把 两 个 M5bius 带 沿 边缘 粘 合 起 来 , 得 到 Klein 瓶 , 是 
不 司 定 向 的 微分 流 形 的 又 一 典型 例子 。 


Mabius 带 Klein 新 
图 3.4 区 3.5 


定理 2 设 M 为 定向 的 ”一 黎 曼 流 形 ， 黎 曼 度 量 为 DP， 标 准 
正 交 标 巢 场 为 {e， …，e}， 则 存在 瞧 一 的 1 一 形式 ,使 得 Qi(e， 
0 Ce ) 到 1 。 

证 肯 ， 关 于 黎 曼 流 形 的 概念 ， 参 四 6.2. 有 了 歼 晏 度量 ， 则 
在 每 一 点 P 人 饭 计 , 切 空间 M ;的 标准 正 交 基 是 存在 的 , 设 为 {(e@1)s， 
… 《8a)P}。 由 于 M 是 定 问 的 ,在 及 ;中 又 有 获 曙 度量 导出 的 内 积 ， 
所 以 存在 唯一 的 QQrE (M;)。 使 得 2p((e)p, kes)z) 一 工 。 

由 逐 点 定义 而 得 到 M 上 的 品 ， 只 须 证 明 在 M 上 是 CC 的 即 
可 。 设 (U,89) 是 包含 忆 点 的 局 部 举 标 系 。 卫 点 处 的 坐 标 标 架 是 


(C0 


( 记 ) 一 了 at(Cet)P。 i = 1, 2,.,7 
= 1 


假设 


再 设 。 ov(P)= BA(( 忆 7)，( 却 )) 由 于 中 是 张 量 场所 
以 gi 是 CL” 函数. : 


gu(P)= 史 2 ai(er)r, 人 Qs(e1)p ) 
| 
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一 2 afayDr( (Cr)r, (en)e) 


一 六 afaldr = 2 afaf, 1 二 1, jh 


设 A=(a)， Cu Pp)) = =A. 的 另 一 方面 


(Ce 
=—det(af)Qp( (C1)p, '**, (@")e) 
一 det.4 
=(det(gi( P)))” 
这 显然 是 己 的 和 “函数 .既然 中 对 每 个 坐标 域 7 都 是 的 。 昌 在 
M 上 是 C 的 1 一 形式 。 | 
这 样 的 & 称 为 定向 黎 曼 流 形 的 体积 元 素 ， 它 的 局 部 坐标 表 
示 为 
Q=V dxiA…AN 人 dx 
其 中 9pP) = (det(gy( P))) 
4. 带 边 缘 流 形 和 它 的 定向 
设 晶 "==(X 一 (XpX0ERE 3 XX" 之 0)。 有 1” 称 为 欧 氏 半 
空间 。 用 3H" 表示 耳 " 的 边 乐 , 显然 ?已 "= {xEH":x"= 0}. HH” 
中 的 拓扑 是 它 在 天 中 的 相对 拓扑 。 
定义 5 带 有 可 数 拓扑 基 的 Hausdorff 拓扑 空间 M， 如 果 
有 微分 构造 = 二 1(U。，F?。)}， 其 中 0U。 是 M 的 开 集 ，9,，U。 
VV 忆 H"” 是 同 且 ， 且 矿 是 如 中 的 开 集 。 还 满足 ， 
(1) 刀 收 履 盖 MM， 
(2) 当 记 站 Css $ 时 ，Pe。9i 与 9。。9p 是 9。(U。f1U) 
与 oh(U。 站 Us) 之 间 的 C ”微分 同 有 止 ， 
(3) 乡 是 满足 性 质 (1 )、( 2 ) 的 极 大 集 . 
则 M 称 为 C 的 带 边 缘 流 形 。 
在 所 有 坐标 映射 下 与 e 互 " 中 的 点 相对 应 的 点 的 集合 称 为 M 
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的 边缘 ， 记 成 84 。 

由 于 9 已 同 构 于 KR， 容易 验 证 8M 构成 2 一 1 维 流 形 ， 
M 一 5 就 是 一 般 的 ” - 流 形 ，。 当 的 边 绿 是 空 集 即 eM = 时 ， 
MM 称 为 无 边 绿 流 形 ， 也 就 是 一 般 流 形 。 在 这 个 意义 上 ， 前 面 讲 到 
的 一 般 微 分 流 形 可 以 看 成 是 带 边 绿 流 形 的 特殊 情况 。 

下 面 研 究 带 边 缘 流 形 的 定向 问题 。 

没 1 为 带 边 缘 流 形 ， 由 于 M 一 eM 就 是 一 般 流 形 ， 它 的 定向 
问题 已 经 解决 ， 只 要 再 考虑 边缘 3M 上 的 定向 就 够 了 。 


Gi) 
S20 


on 
图 3.6 


设 PEeMM，(U,，99) 是 忆 点 处 的 局 部 坐标 系 , 而 且 使 ZL ) 
0 。 可 以 定义 


0 一 = -1 0 一 和 让 
本) -en 


我 们 仍 把 以 人 (如) i ~ 1，…，? 为 基 的 向 量 空间 四 
成 在 点 处 的 切 空间 ， 记 为 TM 或 训 ,, 显然 以 人 ( 2 ) 一 


1,…， 1 一 1 为 基 构 成 3M 在 已 点 处 的 切 空 间 7*(aM )。 因 此 ， 当 
M 一 eM 是 可 定向 的 , 我 们 就 可 以 把 M 一 2M 中 的 定向 直接 推广 到 
3M 上 , 从 而 得 到 。M 上 的 定向 。 但 是 ,由 于 M 的 边缘 aM 是 "一 1 
维 流 形 , 那么 M 上 的 定向 在 9M 上 是 否 诱导 出 一 个 相 容 的 定向 呢 ? 
定义 6 对 于 M 的 边 绿 9M 上 的 任 一 点 已 ， 设 XrEMs， 是 


PP 点 的 切 向 量 ， 而 且 在 (- 池 = ) 上 的 分 量 为 正 ， 则 X, 称 为 内 指 
向 量 ， 否 则 称 为 外 指向 量 ， 
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定义 7 设 4 是 M 的 -一 个 定向 ， 己 是 M 的 边缘 上 一 瓜 。 任 选 
一 外 指 问 量 # (PP )， 天 选 一 1 个 问 量 v， “""y Val Po 
使 得 Lp 二 Cn《P)，v1，…，2a-1]，。 则 称 

(6U)p 一 [Di，…， Un) 
为 财 的 定向 上 在 边缘 3M 上 的 诱导 定向 。 

为 了 说 明 诱 导 定 问 的 定义 是 合理 的 ， 需 要 说 明 以 下 儿 点 ， 

( 1) 上 述 的 om，…， Us-: 是 存在 的 。 

如 果 在 72(8 寻 ) 中 任 选 % 一 1 个 线性 无 关 的 回 量 wb oo …， 
vo- ， 总 有 [nCP)，v,，…,V5-1] 二 十 Kp。 如果 正 导 成 立 ， 则 vi 
…，J5-) 就 是 所 求 ， 如 果 负 号 成 立 ， 只 需 在 5，…，za-: 中 任意 
调换 两 个 回 量 的 顺序 即 可 。 

( 2) 定义 与 3 ( 忆 ) 及 Vv ，…，va-! 的 选择 无 闫 。 

假设 还 有 pr 一 CCP)，u wo， 则 在 内 中 

pz 一 [YL( 了)，U …， Vs-1) 
== [Hn (PP), Wy …， Ws-1) 
=[Cn(P), wy Us 
显然 ， 在 pC9M) 中 ，[vj, Vs 1] 二 [WwW Wo] 

( 3 ) 容易 验证 ， 这 样 在 9 败 中 诱导 的 定 癌 是 相 容 的 。 

例 1 R: 的 上 半 平 面 凡 "， 以 多 轴 为 边缘 。 

设 Lp={[e@)， esJ 是 右手 系 ， 则 

Lp 二 [n《(P)，el!j。 所 以 ， 在 边缘 上 的 诱导 定 问 为 

(84)r= Le) 
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记 成 [ej = [el，e,) 或 (a4)p= Ar， 
例 2 A 的 上 半空 间 及 ， 以 XY 坐标 面 为 边缘 。 
设 Ki=[e!,，e,，es] 是 石竹 系 ， 则 ] 
Hpe=C RC(P), e,, 6,) 
所 以 在 边缘 上 的 诱导 定向 为 
(80H)p= CC,, el] 
记 成 [es，61]= 二 一 [el，eE1，eEs] 或 (94)p 二 
一 广 。 * n(P) 
例 3 全 的 上 半空 间 如。 图 3.8 
类 似 于 例 1， 例 2， 可 得 (ep)p 一 (一 1) 如。 其 中 心 是 
五 "中 的 通常 定向 。 
证 明 ， 设 pr 一 Ce …，esi， em 是 右手 系 ， 则 
ji 一 (人 一 1) [en Els '**, Cs-1) 
一 (一 1) CH(P)，el …， en-i] 


所 以 
(BH)p=(— 1)" fe, '**, En-1) 
一 (一 1 ) [el “1 Ca-1l> En) 
一 (一 二 ) Ar 
这 说 明 妃 在 其 边缘 94 上 的 诱导 定向 与 原 定 向 限 制 到 a7" 上 
的 定向 郊 《〈 一 T) 信 。 这 种 定义 的 好 处 ， 将 会 在 流 形 上 的 积分 中 
看 到 。 
5. Sard 定理 
在 第 一 章 1.3.1 中 ,我 们 介绍 了 零 测 集 的 概念 R” 中 一 个 子 集 
CCKk" 是 零 测 集 ， 是 指 对 每 个 > 0 ， 行 在 一 个 立方 体 的 列 厅 ， 


CR"，i = 1，2,…, 使 CC 3 1V; 和 了 < es。 其 


= 1 
中 | 天 | 表示 立方 体 的 体积 。 显然 零 测 集 的 可 数 并 仍 是 零 测 集 ， 
引 理 1 令 UCER" 是 开 的 ，CCU 是 零 测 集 , 令 f， U 一 R" 
是 可 微 的 ， 则 了 (CC) 是 R" 中 的 零 测 集 ， 
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证 明 ， 巾 于 UU 是 紧 致 球 列 的 并 ， 我 们 可 以 假设 C 含 于 某 个 紧 
致 球 内 ， 并 且 徐 盖 C 的 立方 体 包含 在 一 个 更 大 的 球 KCU 内 。 上 由 
中 值 定理 

f (x+h)= f(x)+ R(X, hb) 
IR(xX, h)<celhl 
其 中 x*，x 十 hEK，c 为 常数 。 因 此 ， 如 果 立 方 体 玉 CK 有 边 
长 4， 而 且 X，X 十 hE 所 ， 则 
[x 二 +h—xl<vV no 


即 jh| 才 VV ao。 因 此 


[f(x+h)~—f(x)MEevna 

这 样 ， F( 柬 ) 在 体积 为 ( 2 AT e )"IV| 的 立方 体内 。 当 WV 一 0 
时 ，( 2 ec )? 太 | 一 0。 这 就 证 明了 引 理 。 | 

引 理 2 令 R?!= (XER" x = +t}, CCR" 是 紧 致 和 的。 对 
所 有 的 1 ER，C:= CNR?! 在 RY"!' 实 R”! 内 是 零 测 集 ， 则 CC 在 
R" 中 也 是 零 测 集 。 

为 了 证 明 引 理 2 ， 先 看 一 个 命题 。 

命题 区 间 C0， 1 的 由 子 区 间 构 成 的 开 覆 盖 包 含 一 个 有 限 


k k 
覆盖 C0, 1)= 【DD 且 2 DIS2。 


1=1 7=1 

证 明 ， 选 择 开 覆盖 的 一 个 有 限 子 覆盖 ， 使 得 从 它 不 能 再 去 挥 
任何 区 间 。 则 [0 ，1 2 的 每 一 点 至 多 只 能 在 两 个 区 间 内 。 因 为 ， 
如 果 某 点 在 三 个 区 间 内 ， 则 这 三 个 区 间 中 必 有 一 个 最 小 端点 和 最 
大 端点 。 不 以 此 二 点 为 端点 的 第 三 个 区 间 将 是 多 余 的 。 显 然 ， 这 
样 的 有 限 覆 盖 就 满足 命题 中 的 要 求 。 | 

引 理 2 的 证 明 ， 令 CCR"” x[0，1),，C; 在 R” x 中 是 
零 测 集 。 对 于 任意 的 8 > 0， 在 每 个 R77' 中 可 找到 C; 的 开 江 方 
体 履 蔓 玉 ;， 使 体积 和 小 于 ， 令 WW 是 WiCR?' 到 R" x 
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[0，1] 的 第 一 个 因子 扩 ” 上 的 投影 。 当 固定 1 时 ， 芳 数 |x 一 
t | 在 C, 上 为 0。 又 因为 C 是 紧 臻 的， 所 以 lx" 一 + 在 ,x[590， 
1 J 之 外 ， 在 C 上 有 正和 的 下 确 界 .这 样 
{x EC:x"— ti<oa} CHW,xl, 
其 中 1 了 =(t1 一 a ，1 十 a)。 根据 命题 ， 可 找到 有 限 个 1 ，j = 
1，…，R， 使 体积 和 委 2。 有 显然 
(Wixlys 7 一 1，… kh, iEN) 

覆盖 C 且 体 积 和 <<2e。 这 就 证 明了 引 理 。 | 

引 理 中 ，C 为 紧 致 的 假设 可 减弱 为 C 是 紧 致 集 的 可 数 并 .。 

在 以 上 准备 之 后 ， 我 们 可 以 证 明 一 个 重要 的 结论 。 

定理 1 (Sard) 令 UCR 是 开 集 ，/ :OU 一 人 ”是 可 微 映 射 ， 
D= 《x EU:(df): 退化 ; 称 为 的 临界 点 集 ， 则 f(D)CA" 是 
零 测 集 . 

证 明 ， 对 nm 用 归纳 潜 ， 当 7 一 0 了 时， 有 是 一 个 氮 。 (U) 
也 是 一 个 点 。 这 时 定理 成 立 。 

假设 定 吾 对 # 一 1 时 成 立 ， 现 证 明 # 的 情形 ， 

令 Di= (xEU:f 在 x 点 信 i1 阶 偏 导数 为 零 );， 则 得 闭 集 列 

DIOD,DD, DO 

我 们 欲 证 ， 

(a) f(D 一 D1) 是 零 测 集 ， 

(b ) f(D 一 Din) 是 零 浏 集 ， 

(c) f(D1) 是 零 测 集 ， 当 充分 大 

注意 其 中 所 有 的 集 都 可 应 用 引 理 2，。 而 且 只 要 对 于 VY x* 饭 DD 
一 D,， 存 在 一 个 邻 域 下， 使 (VF 人 (DD 一 D1,)) 是 零 测 集 ， 同 时 
DD 一 D, 被 可 数 个 邻 域 覆盖 ， 就 能 证 明 (a ) 了 。 

(a) 当 m= 1 时 ， 吕 =D,， 所 以 考 虚 m 之 2。 

令 x 伍 品 一 D:， 由 于 xX 和 守 D,， 所 以 可 设 


| 
9X (XI 
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这 时 映射 
h: U—>R’”, (Xl, er, Xf CX) Xl Xx ) 
在 x 凡 非 退化 。 因 此 ， 有 * 的 邻 域 : ， 使 ( 太 ， 负 ) 可 做 为 谷 标 
卡 。 在 此 坐标 卡 之 下 ， 变 成 9 二 了 .hr'， 
gs (zs, "22 gl 2 ), ,gn( 2 )), 
令 g 是 9 的 限制 
g: (tt XR DONNER )—>t xR™ 


9 的 Jacobi 行列 式 Dyg= 民 


所 以 ，《9 的 临界 点 集 } = tg' 的 临界 点 集 ， 对 所 有 可 能 的 1}。 由 
归纳 假设 ，9 的 临界 值 集 在 f x Rk” 中 是 零 测 集 。 上 表 由 引 理 2， 
9 的 临界 值 集 在 R” 中 是 零 测 集 ， 

(b ) 证 明 方 法 与 (a ) 类 似 。 

(6) 令 了 CU 是 边 长 为 e 的 立方 体 ， 有 >( -下 )- 1， 
我 们 将 证 有 明 f (WN 站 Di) 是 零 测 集 。 由 于 坟 是 立方 体 的 可 数 并 ， 
这 就 证 明了 (5c )。 由 Taylor 公式 

f(x+h)=f(x)+ RX, h) 
[R(x, h)l< clhl 
其 中 xED 门 矿 ，x 十 产生 到，c 对 于 三 和 矿 是 常数 。 


分 解 太 为 几 个 边 长 为 二 的 立方 体 ， 如 果 到， 是 其 中 包含 
ED, 的 一 个 立方 体 ， 则 夯 , 的 每 一 点 可 写成 x 十 h， 并 有 ih 


< 则 (WY,) 在 边 长 为 
so (V nao)  b 
rt rit 


的 立方 体内 ， 其 中 b 为 常数 ， 只 依 顿 于 矿 和 地 而 不 依赖 于 分 解 . 
所 有 这 些 立 方 体 的 总 体 要 
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cr( 吉 
当 m(k 十 1) 之 nn 时 ，5 一 0( 当 7 >co)。 因 此 ， 只 要 适当 选择 
分 解 ， 就 可 使 * 任意 小 ， 这 已 证 明了 (ec )。 

综合 (a)、(b)、(c)， 不 难得 到 f(D) 是 零 测 集 的 结 
论 。 | 

如 果 有 了 本 节 后 面 的 知识 ， 便 可 把 Sard 定理 推广 到 流 形 上 ， 

推论 1 流 形 到 流 形 的 光滑 映射 的 临界 值 之 集 是 零 测 集 ， 

此 外 还 有 

推论 2 流 形 到 流 形 的 光滑 映射 的 正规 值 之 集 是 稠密 集 (如 
果 非 空 )。 

6. 流 形 上 的 奇异 立方 体 

定义 1 设 M 为 7 维 微分 流 形 ，C.: [0，1]7 >M，k 不 
n。 为 非 退 化 的 C” 映射 ， 则 称 C 或 者 C([0，17*) 为 M 上 的 
一 个 k 维 奇异 立方 体 。 

显然 ， 0 维 奇异 立方 体 C， C0，12'->M 是 M 中 一 点 ，1 
维 奇 异 立 方 体 C，50，1j' 一 M 是 M 中 一 段 曲 线 。 下 面 研 究 一 
个 重要 的 特例 ， 

1 C0, 1)’—>h" 

使 每 一 点 XC0，1 J 映 到 自身 ， 即 1"(x)= x。 我们 称 人 为 
kk" 中 的 标准 1 维 立方 体 ， 

定义 2 两 个 % 一 1 维 奇 异 立 方 体 

iy £0, 1D I—~R" 


使 得 
To (X ,7 x" ) 
= "(Xl ,Xl 0，X，…，xX") 
=(X!, ', XxX"!, 0,， MX， 
[lov LO0，1 A 
使 得 


站 一生-， 


1 
= "(Xl MX 
= (X!, X11, 1， x', "eX ) 
分 别称 为 标准 % 维 立方 体 /" 的 (i，0) 面积 (i1，1) 面 ， 
4 的 边界 定义 为 
9 ”= 2 2 (一 于) 和 ta 


i=1] Qc=0,1 
如 果 C， [0，1) ~>M 是 MH 上 的 R 维 奇异 立方 体 ， 很 自然 
地 ， 本 以 定义 它 的 《i ，9) 面 为 
Ciuw=C ol, =0, 1 
C 的 边界 定义 为 


R 
oC 一 2») 2 (一 1 Ceo,o 


Y = 1 a=0,1 


定义 3 MM 中 & 维 奇异 立方 体 的 整数 倍 之 和 ， 称 为 M 中 的 名 
维 链 ， 记 成 9aiC, 其 中 a; 为 整数 。 并 且 规 定 & 维 链 的 边界 是 


DO (3 GCC )- 》) a0G., 


定理 2 着 C 是 M 上 的 一 个 4 维 链 ， 则 (eC)= 0， 即 9 = 
0 (这 时 。 称 为 边界 算 子 )。 
证 明 ， 设 i 二] 了 
(Tow) nm *) = Cte % )) 
= /",,,.,(X,, ov x pb, X1 … 
=/"(x,, 0 X 1， 9 x’, pb, Xs x"*) 
(Topapp) a )= Tp YX )) 
一 7 (XI Kl A, X's XN") 
一 1e(xi Xl, Gy Xi Xl, BB, Xx, 2 "2) 


所 以 当 1 < } 时 ， (To) op = {rp ) me 显然 对 于 AM 上 的 7 
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维 奇异 立方 体 C， 有 
(Caan) op 一 (Cd 0) t < j 


因此 
: 多 
ec)- 并 了 (一 1DPeCoa ) 
t= 1 =0,1 
+ 41] 
~ y DY ON CC) op 
i=1 QC=0,1 j}=1 £8=0,1 


其 中 (Caw) py 与 (C018)) tse) 恰好 带 有 相反 的 符 号 ， 所 以 
ea(eC)= 0、 对 于 + 维 链 》 aoC， 此 性 质 显然 也 成 立 。 | 


如 果 杂 是 定向 的 所 一 流 形 ， 某 局 部 坐标 系 〈《L，) 是 保持 
定向 的 ， 即 在 9 之 FU 上 的 定向 对 应 于 89(U)CHA" 中 的 通 第 年 
义 , 当 M 中 的 一 个 1 维 奇 异 立方 体 C; [0,12" 一 M 使 得 C(x )= 
px),， 且 C(50，12”)CU， 则 称 C 为 有 上 保持 定向 的 nn 维 
奇异 立方 体 。 今 后 我 们 将 主要 研究 这 种 立方 体 。 


?7、 流 形 上 形式 的 积分 
类 似 于 零 测 集 的 概念 ， 还 有 上 上 和 零 容 度 集 的 概念 。 设 CC 
人 是 一 子 集 ， 如 果 对 于 Ye>> 0， 都 有 有 限 个 维 闭 立 方 体 斥 b 
1536 


:于 ,使 CC WW; 和 了 Wi<e， 则 称 C 为 R" 中 的 办 


1 三 1 1 三 1 


容 度 集 ， 或 说 C 有 容 度 零 。 零 容 度 集 与 零 测度 集 并 不 等 价 ， 容 易 
大 出 ， 堆 容 度 集 一 定 是 零 测度 集 ， 但 反之 不 然 。 例 如 直线 玉 中 的 
有 理 瓜 集 是 零 测 度 集 而 非 零 容 度 集 。 如 果 C 是 紧 致 的 ， 而 且 是 零 


测 度 集 , 则 它 也 一 定 是 零 容 度 集 ， 如 果 C 二 【」】 C;， 所 有 的 CC， 
i=1 


都 是 零 窑 度 集 ， 则 C 是 零 测度 集 ， . 

对 于 C” 的 流 形 M 上 的 点 集 4， 如 果 4= 上 \【」】 4;， 其 中 每 

f= 1 

个 4; 包含 在 MM 的 某 个 举 标 域 Ui; 之 中 ,而 且 91(41) 在 天 "中 是 
零 容 度 集 ， 则 称 4CM 是 几 中 的 零 容 度 集 。 如 果 DCM 是 MM 的 紧 
致 子 集 ， 而 且 其 边界 9D 是 MM 的 零 容 度 集 ， 则 称 咯 为 有 M 的 积 
分 区 域 ， 

1M 上 的 图 数 了 上，M~ 忆 ， 如 果 其 不 连续 点 集 已 人 M 是 M 的 零 
容 度 集 ， 则 称 f 在 M 上 刀 平 处 处 连续 。 如 果 

V=Suppf ={xEM: f(x)R0) 

是 紧 致 的 ， 则 称 在 M 上 有 紧 致 支 集 ， 并 说 了 的 紧 致 文集 是 矿 = 
Supp 如果 函 数 上 在 M 上 有 界 ， 有 紧 致 支 集 ， 几 乎 处 处 连续 ， 
则 称 f 在 M 上 是 可 积 的 . z 

如 果 9 是 ME 上 的 某 个 C 的 1 一 形式 , f 是 M 上 的 可 积 沙 数 ， 
则 @= 了 9 称 为 M 上 的 可 积 形式 。 

定义 4 设 《U,， 9) 是 定向 流 形 M 的 某 个 局 部 坐标 系 , C CC 
U CM 是 保持 定向 的 7 维 奇 异 方 体 ，P(C )=1".@ 为 M 上 的 可 
积 的 ”一 形式 ， 且 SuppOCC ， 则 定义 


Peer 
- f(x)dx A Adx 


157 


=- |,…| ， f Cx doX1dxe 
个 
其 中 (x) 是 9(C)=1" 上 的 某 个 相应 的 函数 ， 
这 里 需要 说 明和 的 是 积分 值 与 坐标 域 U 和 立方 体 C 的 选择 无 

关 。 假 没 C'CU’' 是 另 一 个 立方 体 和 举 标 域 ， 也 使 Supp%CC”， 
9'(C')==1"。 其 尤 标 由 yy ，…，w"” 表示。 则 

(PO=f (Ydy A Ndy" 
下 面 证 其 


| | -| f (x)dx'dx’" 


0 


= | | of Cdy'dy 


7 


p(t’) 


图 3.10 


证 明 ， 由 于 SuppoCCA 站 CCUNU’, 设 (CnC)=DD 
CL”, (CNMC )=D CL， 则 


| f (x)dx'dr" = | ,f= (yf 
| 1 CVDdy dy = jaf = 人 


仿 G=9 9200 站 DOD-2mmC DAG 是 CG 的 Jacobi 行 
列 式 ， 由 于 M 是 定向 的 ， 所 以 AG 这 0。 又 由 于 G(D)=D', 根 


158 


据 R" 中 积分 的 变量 替换 公式 
pf = | yf GC AGdx' dy 


= | ,f =。 G:AG 


再 根据 ”一 形式 wo 在 不 同 的 局 部 坐标 系 下 的 表示 ， 我 们 有 
f (x)= (G(X)):AG 


[of {yr | 
下 面 给 出 形式 的 积分 的 一 般 定义 ， 
定义 5 设 M 是 紧 致 的 、 定 向 的 、C 的 71 一 流 形 ，U ,，….， 
U, 是 MM 的 一 个 坐标 覆盖 ，g1,，…，9w 是 相应 的 单位 分 解 ，@ 是 
M 上 可 积 的 一 形式 。 则 定义 @ 在 MM 上 的 积分 为 


m1 
jy “一 2 Jj von 


命题 ”上述 积 分 定义 与 覆盖 和 单位 分 解 的 选择 无 关 。 
证 明 ， 设 六 ， "9 VV 是 1M 的 另 一 个 坐标 邻 域 覆 次 ， fi "9 
fr 是 相应 的 单位 分 解 。 我 们 必须 证 明 / 


R 


J ,90 2 yf 
1 Fe 


j= 
为 此 ， 我 们 做 
UY,, "9 Uf tr,, 四 U,V 
这 出 构成 对 的 一 个 坐标 邻 域 的 覆盖 。 而 且 
Gifs 7 gif;, **, gnf 
就 是 相应 的 单位 分 解 。 因 为 g;f; 在 UifiU ;之 外 为 0， 而 且 对 每 
个 PEM， 有 


所 以 


mdaE 


& 
> gC( Pf; PP) 
= 1 
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是 
一 2 gi P): 2 f:(P)=1 


1 = 1 j= 1 


因此 


定理 8 定向 流 形 上 ”一 形式 的 积分 有 下 面 的 性 质 ， 
(1 ) 如 果 用 一 M 表 示 与 M 有 相反 定向 的 流 形 ， 则 


| -wy°=-J 


(2) 如 果 4a，6 饭 R， 则 


{yaoit bes) = a 人 er b {8 
(3) 如 果 @=gQ，9 之 0，42 是 给 出 MM 定向 的 处 处 不 为 堆 
的 4 -形式 ， 则 
| 9 一 
同时 当 且 仅 当 9 二 0 时 ， 等 号 成 立 ， 


( 4 ) 如 果 下 ， 必 ->M, 是 微分 同 胚 ， 且 保 持 定 问 ， 是 MM， 
上 的 可 积 形式 ， 则 
| Fro= | wa 


证 明 ， 由 积分 定义 ， 积 分 可 在 每 个 局 部 坐标 域内 分 别 进 行 ， 
因此 只 要 证 明 Supp%CCCU 的 情形 就 角 了 。 设 (U，P) 为 局 
部 化 标 系 ， 以 xy， 本 x” 为 坐标 。 

(Pwo= f(x)dx A Adx, CCD) 一 全 
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f= foe- ff de A Ade 
(1) 在 积分 中 改变 1M 的 定向 就 相当 于 把 坐标 映射 ? 变 成 9”， 


使 (9 0)*o 一 一 了 (x)dx:A… 人 dx"， 因 此 积分 改变 符号 。 
(2) | Coot be,) 
-| (af jp)ax 信人 …A 人 do 


=- 人 paeA…Ade+B {fd A Ad 


-| yoi+b| va 
( 3 ) 设 在 局 部 坐标 系 下，(p-D*o= P(x)dxi 信 人 dx"”, 
由 于 只 给 定性 的 定向 ， 所 以 P(x)> 0。 因 此 


| eo= | g .PdxiA.… Adxosz 0 


而 且 最 然 ， 当 且 仅 当 g 于 0 时， 等 号 成 立 。 
《4 ) 设 F， 好, 一 凡是 保持 定向 的 微分 同 是 。 


M 一 一 上 一 一 MM: 


dy/ , CY ‘U, CGC) 


Suppo CCCUCM, 

PLC)ET, FAC)=C, FU)=U" .网 

F，C>C’，U>U' 都 是 微分 同 卡 、 表 设 
(Po= f(xX)dx 人 … 人 gx 


唱 
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人 o- | f(x)dx 人 … 人 dx ， 
令 P/ = 一。 天 为 内 上 的 局 部 坐标 映射 ， 则 有 
(Pl) (w= F) (hm) 
=(P) oe。(F®) oF"(®) 
一 (9 )" 0 
= f (Xx dx 和 \:.… /人 \dx’ 
又 因 9 (CC ) 一 PP。 下 (CC ) 一 CC ) 一 六， 所 以 
人 F ‘w= | 7 x )dxlA… 人 ax" 一 | | 
8. Stokes 定理 
定理 4 (Stokes) MM 是 定向 的 C 7n- 维 流 形 ，DCM 是 积 
分 区 域 ， 且 9D 上 有 诱导 定向 ，% 是 D 上 的 1 一 1 次 微分 形式 ,@ 
在 9D 上 和 do 在 D 上 是 可 积 的 ， 则 有 


| do= | 0 
D oD 


证 明 ， 设 妃 的 坐标 邻 域 履 盖 是 U,，…，U。。 相 应 的 单位 分 
解 是 dls 9 Yme 及 以 


其 中 Supp(gw)JCCCU.。 因 此 只 需 证 明 


{pne go- | pnca (9:%), 
就 证 明了 定理 ， 


162 


下 面 证 明 ， 如 果 (U。9) 是 刀 的 一 个 定向 价 标 令 域 ，CC 
U 是 一 个 奇 导 立方体， 邑 89(C)=1"。Supp2CC。 则 有 


| enn d= | cna (¥) 
在 局 部 华 标 (x ， "9 X ) 下 ， 设 
四 0G10 人 人 … 人 gx 一 Gd 人 qd 人.… 人 dx 
十 十 (一 1)” adx 人 … 人 dx 
(一 1)r3odx5A… 人 Nd 信 … 人 dx"。 


i= 1 


其 中 “~~” 表示 在 式 子 中 应 该 缺 的 部 分 。 外 微分 0， 得 


| 》 各 ArAaz 


} 二 1 
下 面 分 两 种 情况 进行 讨论 ， 
(1) UNeD=4. 


一 = 9G J lA ,,, s 
|。 ND do= | 。 ‘0 六 | 。 3527 dx A A de 


Qi 


0 类 


1 ， 
t 人 "(| 0 jy 和 dd 
时 0 0 98X 


出 于 ouppDC CCU, 所 以 ajoo= 0 ， 即 


0r(X ， 多 Xx") liLo,! = 0 ， 1 ， ] 一 1，…， 
| CO xi = 0，1= 一 1，…， 
0 日 和 
| dw = 
JCOCND 
另 一 方面 ， 由 于 CNeD=$， 所 以 | ,p w=0, 即 (* ) 成 立 . 
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(2) UNeDzg, 


设 在 3D[1U 上 x” 二 0， 则 dx”"= 0， 且 带 有 诱导 定 问 。 这 
时 仍 灼 有 
ai(%, X= 0， i 一 ， 7 一 1 一 
及 z 


Q(x, oy x 1)=0, f=l1, .#1 


因此 
| onsp 一 六 六 | mdx 人 
人 dx 人 人 gx 


一 (一 1) cniD aX 人 … 人 dx 


1 -1 力 - 
(一 二) 人 Ga(X', 3 0 ) 
X GdX 人 .… 人 dx 
= 一 | aeCxs “> KX ,0)dxi.dx"™! 
男 一 方 击 


党 
do 
(oo, dw = 2 | dx A Adx 


DC。 nn. 
-| 2s dx 八 … 作 dx” (其它 各 项 为 0, 理 由 如 ( 1 )) 


1 Gdn 并 区 
= 站 (全 a dx ja ! 


= | ces, “""y X 1) 一 Geo(CX1， 办 X “ ， 0 )) 


X dx!'..dx”! 


= 一 | ,a "ys XxX" 0 )dx'...dx""! 


do= | WW : 
{onp CNeD z | 


Stokes 定理 揭示 了 流 形 论 中 两 个 算 子 6 与 d 的 关系 ， 其 中 6 
刻 划 流 形 的 整体 性 质 ，d 刻 划 流 形 的 局 部 性 质 。Stokes 定 理 正 
是 把 这 二 者 联系 起 来 ， 因 此 是 一 个 非常 重要 的 定理 。 

下 面 看 几 个 Stokes 定理 在 欧 氏 空间 中 的 特例 。 

例 1 设 刀 =[5e，83] 是 兄 中 的 闭 区 间 ， 具 有 通常 的 定 网 。 
则 其 边界 上 的 诱导 定 交 为 9 吃 一 4148) 一 4) 


D 
Smee ey 


0 bb 


R 
由 3.12 
= f 是 尽 上 的 0 形式， 根据 Stokes 定理 
fjadf= |,, f=f60)-f6o) 
写成 通常 的 形式 
je 


这 就 是 微 积分 的 基本 定理 . 

例 2 设 D 是 kK* 中 的 有 界 单 连通 区 域 ， 其 边界 es 已 是 光滑 
曲线 。 呈 的 定向 在 3D 上 的 诱导 定 同 如 图 
所 示 〔 即 沿 曲 线 aD 的 定 疝 运 动 时 ， 区 域 
总 在 左 侧 ), ®= 二 Pdx 十 Qdy 是 R: 中 的 1 一 
形式 , 则 


根据 Stokes 定理 ， 有 
用 各- 委 jrAd 
~ | Pdx+Qdy 
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这 就 是 熟知 的 Green 定理 ， 
例 3 设 D 是 A 中 有 界 单 连通 区 域 ， 其 边 者 3D 是 光滑 闭 
曲面 。 必 的 定向 在 39D 上 的 诱导 定 疝 是 外 法 线 方 向 。 


图 3.14 


= Pdy/ AN\dz+QdzA\dx+ Rdx/Ady 
是 屎 中 的 2 -形式 ， 忆 、Q、 尺 是 可 微 郑 数 。 出 


do=( + + jazAadyANdz 
根据 Stokes 定理 ， 有 
oP boq oR 
及 (各 十 By 十 32 X 人 dy 人 dz 
可 | | PdyNdztQdzAdx+ RdxNdy 


这 就 是 通常 的 散 度 定理 。 

由 这 些 例子 ， 我 们 看 到 Stokes 定理 是 微 积 分 中 那些 常见 的 
公式 的 推广 , 它 给 出 了 统一 的 形式 .因此 它 也 称 为 多 元 微 积分 中 的 
基本 定理 。 这 个 定理 在 物理 、 力 学 、 几 何 学 、 偏 微分 方程 论 中 部 
有 极为 重要 的 应 用 。 
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第 四 草 de Rham 定理 和 Hodge 定理 


34.1 de Rham 定理 


1. de Rham 上 同调 
在 第 三 章 里 ， 我 们 已 经 研究 了 微分 流 形 上 的 微分 形式 ， 车 MM 
是 # 维 微 分 流 形 ， 则 名 上 面 的 全 体 微 分 形式 构成 分 次 的 代数 称 为 
外 形式 代数 ， 记 成 
A 人 (CM)= A (MBA MBDA M) 
而 且 其 中 带 有 外 微分 运算 
ds A(M)>A"(M). 


定义 1 在 序列 人 CM) > 4M) > 4M) 中 
ZrCM)= {EA(M):do= 0} 
称 为 MH 上 的 角 维 de Rham 上 闭 链 和 群 ， 
BixCM)= {0E AM): DT7EA IM), dn7=0} 
称 为 MY 上 的 & 维 de Rham 上 边缘 链 群 ， 
Hr(M)= ZIr CM) /Beir(M) 

称 为 M 上 的 R 维 de Rham 上 同调 群 。 

显然 ， 当 及 > 时 ， 以 上 三 群 均 为 零 ， 可 以 考虑 


Hix(M)= OD Hix(M) 
R=0 


其 中 有 A(M) 传递 给 它 的 分 次 代数 结构 ， 因 此 称 为 流 形 M 的 de 
Rham 上 阅 调 代数 。 
我 们 看 一 下 其 中 的 飞 法 运算 。 在 ACM) 中 外 滁 有 下 述 性 质 ， 
d (OAD=dOAN + 1) wwAdn 
由 此 不 难看 出 ， 当 @。、? 都 是 上 闭 链 时 ， 则 @A 人 7 也 是 上 财 链 ; 当 
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其 中 一 个 是 上 边缘 链 ， 另 一 个 是 上 闭 链 时 ， 则 @ 人 7 是 上 边缘 链 . 
设 @,、%, 是 7? 维 上 财 链 ， 且 0, 一 w,=7 是 上 边缘 链 ， 则 称 
ol 与 %: 上 同调 , 或 它们 属于 同一 个 局 调 类 .这 时 它们 在 已 os 中 确 
定 同 一 个 元 素 ， 我 们 记 为 oO 一 os。 若 岂 一 岂 是 5 维 上 闭 链 , 7 一 
1 一 T ， 则 
Oo 人 7 一 (oo:, 十 T) 人 (7 十 7 ) 
一 0 人 7 十 DA 人 7 二 TA 人 7 十 TAN 人 TY 
由 于 后 三 项 都 是 上 边缘 链 , 所 以 @, 人 7 一 os 人 人 72 即 @ 人 7 os 人 7 
确定 同一 同调 类 。 若 我 们 用 [ol 和 [7] 分 别 表 示 O、ow: 和 7,、7， 
所 在 的 类 ， 则 自然 地 
[2®IA CD = 2A 人 ND 
这 就 是 上 同调 代数 厅 zx(M) 中 相应 的 和 滋 法 ， 
考 碰 流 形 间 的 光滑 映射 政 ，M 一 NN。 它 诱导 出 代数 同 态 让"， 
A(N ) 习 A(\M)， 且 满足 关系 
FeodrdeoeF* 
由 此 不 难看 出 ，1 使 闭 形 式 变 为 闭 形 式 ， 恰 当 形 式 变 为 恰 当 形 
式 。 因此 它 也 把 上 同调 类 变 为 上 同调 类 。 所 以 ，/4 “又 诱导 出 上 
回调 代数 的 同 态 
人 Hir(N )—>Hir(M) 
对 于 忙 同 映射 id，M->M， 显 然 
(id)” ==id 
对 于 复合 映射 ，M->N，G， N->K 有 
(CoF) = oo0 
de Rham 上 同调 论 的 一 个 基本 性 质 是 同 伦 不 变性 。 为 此 鞠 
看 一 个 命题 。 
命题 1 设 7， MxK>M 是 标准 投影 ,使 z(x, 6 ) 一 xx。 其 
Ph * EM, 0 忆 R。 则 zw*"， 及 zx(M)> 用 3x(M XR) 是 双 内 射 。 
证 明 ， 设 i M 卫 MXKR 为 io(X)=(x%，0), 显然 ，X。i,== 
id 《ML 上 的 得 同 陕 射 )。 所 以 有 


168 


i or 一 (id) =id:Hir( M)>Hix(M) 

是 上 同调 代数 Hix(M) 中 的 恒 同 映射 。 

下 面 要 证 明 7"。i8=id 是 jxCM x R) 中 的 恒 同 映射 为 
此 ， 命 o 算 全 (M x R)， 它 应 由 以 下 两 种 形式 所 构成 ， 不 妨 设 @ 
就 具有 其 中 一 种 形式 ， 

(a) w=5*(9)A f (xt, )dt, PEA I(M); 

(b) wr"(9)f (%,t), PEA'(M)Y 
定义 同 伦 算 子 S，/1” (MX R) 一 1!(M X 尺 ) 为 

SCA (9). f(x, 1))=0 


StegINf (x, tdo=mlp) | f(x, 1)g. 


则 算 子 S$ 有 下 列 性 质 ， 

(一 1)eIas。S 一 S。d) 一 id 一 全 (< ) 
若 此 性 质 得 证 ， 设 名 为 Mx R 上 任 一 闭 形式 ， 即 dw= 0， 则 

(—1)(d。 S—S° dqd)o=(id~7" °oi)% 
dg[( 一 1) SO)=0— (x oit)0 
即 @~(z?。 计 )w。 这 说 明 《zx”。 说 )[@ 四 ==[@j]。 所 以 ，z”。 台 是 
Hzix(M) 中 的 恒 同 上 映射。 
最 后 证 明 S 的 上 述 性 质 《*)。 

Mo@=a"(p)Af(x, t)dt, PEA™"M) 


d (So)=d| «(9) |, f(x 1 di] 


=- dr"(9) | ， f (x, 1)dtt+(—1) x"(p) 


| dx ] ets, yat 


S(do)= S|dr"(p)AfC*, 1)dt 
十 《一 1) na (PN Sir 2 -一 入 di] 
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-dp)| fx, dt(— 1) rin 
(OA 人 | (Dade et 


两 式 相 减 ， 即 得 
(一 1) dSw— Sqdw) 
王 T (9)N\f(x, Ddt 
™ ( 
所 以 
(一 1)""itdS— Sd =id 
注意 这 时 


T 1 让 CO) 一 Tior PAN x, +t)dt 
=N" (0)NT" oitf(x, 1)dt 
一 0 
因为 由 df 一 0。 
当 o=a (09)ACZY，f1)，0GE (MI) 
d oo)= 0 


S(doJ= 5 en 1 )+(— 1)tx*(9) 
ES 
一 (一 1) 7"(9) 全 3 dt 
jf 1)—f (x, 0)) 


所 以 
(— 1)i(dSo— Saw) 
= (pf (x, ta)f (x, 9) 
rr- XH" 0 10OD 
所 以 也 有 


(do SS od) oid-n 全 | 
推论 1 (Poincaré 引 理 ) 
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R, k=0 
Hir(R") 实 Hx 点 ) 侍 
0, Rk 0 
证 明 ， 考 虑 投影 mm A 一 人 ， 则 
FF Harn(CR™) >Hir(R") 
是 同 构 。， 由 此 可 得 到 
Hir(R")EHIRCR™T TE EH RH ( 太 )。 | 
推论 1 的 另 一 种 表达 形式 如 下 ， 考 感 序列 
0>R—> /A(R AR) A(R) 0 
当 a 全 R，i (a) 表示 Ar 上 的 常 值 消 数 ， 因 此 有 
Im(i )=ker(d :/A(KR)—>A (KR)} 
推论 1 等 价 于 说 ， 上 述 序 列 是 正 合 的 。 
推论 2 ”如 果 上访，j，M 一 人 是 光滑 同 伦 的 ， 则 方 = 六 
Hir(N)—Hir(M). 
证 明 ， 令 所 和 访 之 间 的 光滑 同 伦 是 
F, MxI—N 
它 可 以 光滑 地 扩充 为 FM x R 一 NN。 再 定义 
0s 1 MMxR 
使 得 i(x)= (XxX，0), i(%)=(xX, 1)， 则 
fo=F eio, f=F oi, 


因此 
f3=% 9 FF", 一 从 。 F™ 
根据 命题 1 
is= (7 ) 健一 CT) 
所 以 
i 
fr=fi | 


我 们 已 经 知道 向 量 从 的 概念 ， 下 面 考虑 另外 一 种 光滑 纤维 从 
Fl 瑟 一 M。 其 中 好 是 微分 流 彤 ， 纤 维 型 是 带 边 缘 紧 致 流 形 斑 , 是 
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9 二 $9， 这 时 ， 忆 也 是 带 边 流 形 ， 且 9 尼 关 g。 若 将 工 限 于 6 已 ,就 
得 到 
nT, OF» 

这 也 是 一 个 纤维 从 ， 它 的 纤维 型 是 of， 

命 dimM=n, dimF=j, dimFE=n+f 

定义 2 映射"[.，/A(E) 习 /1 《MM)， 使 得 

(a ) 如 果 rf 过 f/f， 则 z= 0 

(b ) 如 果 ?r 之 了 ,对 于 任意 的 ?EA19”“”《(M)， 和 任意 的 $E 
A(E)， 其 中 1s“! 表示 所 有 的 ?9 具有 紧 致 支 集 ， 则 zp 满足 
天 系 

| resA = | Ame 


容易 君 出 ， 这 样 定义 的 rs 是 唯一 确定 的 。 
命题 2 当 ? 之 ff 时 ,7T, °° d+(—1) ar 一 (Ti 
其 中 7X，E 一 M，7T”，9E->M，1i， 9E-> 忆 (包含 映射 )。 
证 明 , 设 oEA(E),， ?EAN (MM)。 


人 (radoO 十 (一 1)2iadr oO) 人 9 
~ | {madoAP+(— 1)Cd (rs 人 9) 
一 (一 1) ra 人 N 人 dp) 
=| ， TudwOAN 人 0D 十 (一 ] )" |, d (zx,0AP)+ I—1Y 
名 TO 人 dp 
由 于 Stokes 定理 和 2 有 紧 致 支 集 ， 
人 arsoeAw) = | ynoAe=0 
所 以 
上 式 = | doAme+(- 1) | ooAr(dm) 
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一 | d (® A zp) 
一 | i OAC) 


— | na(i*0) 人 9 
由 于 0 和 9? 的 任意 性 ， 得 到 
郊 。 。d 十 (一 1)yrtd or = (7 ), of* | 
注意 。 当 ooE= 中 时 ， 从 证 明 容 易 看 出 公式 左 端 变 为 零 ， 这 
时 ，Zz。 和 4d 或 是 交换 的 ， 或 是 反 区 换 的 。 
当 @OG 4 人) 是 闭 的 ， 即 do 一 0， 则 
d (reo) 一 (一 1) Te(dw) 一 0 
当 @ 是 恰当 的 ， 即 有 一 47， 则 
Te 一 (一 ) qd(Cre7) 
因此 ，r。 诱 导出 上 同调 同 态 
Ta Hir(E) Ha (M) 
2. Cech 上 同调 论 
为 了 证 明 本 章 的 主要 定理 de Rham 定理 ， 复 习 一 下 代数 拓 
扑 中 的 知识 。 


令 M 是 微分 流 形 ， 绕 二 (VU. 是 M 的 局 部 有 限 开 覆盖。 每 一 
个 开 集 U'; 称 为 一 个 零 维 单 形 ， 每 个 UfUj$，i 夺 1， 称 为 
一 个 一 维 单 形 ，…， 显 然 ， 了 维 单 形 

ICU pp Ur) Ui Nf UD) 
上 且 记 ，…，is 各 不 相同 。 由 乡 构 成 的 所 有 单 形 称 为 骨架 Cnerve)， 
记 成 NM2 )。 

定义 3 NMN(Y ) 的 一 个 了 P 维 上 链 ， 是 对 Nl) 的 每 一 个 
p 维 单 形 0(U;，*…，Ui;)， f (0)= f (Uf {1U 1 )ER, Tp 
使 每 个 维 单 形 对 应 一 常数 。N (2) 的 所 有 上 2 维 上 链 构 成 群 ( 带 
有 自然 加 法 ) 称 为 b 维 上 链 群 ， 记 成 C*(N(2)，R)。 

上 边 绿 算 子 6 CpKN(2Z ),R) 了 YC”(N( 纪 )，R) 定义 为 
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P+! 
Gpf (Ui, "*"*» LU) 一 》, (一 1 ) Pf(Ui, sy Ui,s 
k=0 


Ui,,,) 

其 中 P 表示 把 函数 限制 到 Uif… 人 Ui 上， 

可 专 证 明 ，6p41° 65 二 0， 简 记 成 6= 0， 

定义 4 6, 之 核 称 为 p 维 上 闭 链 群 ， 记 成 ZN(8 )， 尺 ). 
6 之 象 称 为 2 维 上 边缘 链 群 ， 记 成 B?(CN(2)，R)。 商 群 HH? 
(CN(2Z), R)=2(N(Y), R)/B'CN(Z )， 民 ) 称 为 WA ) 上 
的 也 维 上 同调 群 ， 

显然 ，B'(N(2Z),， R)= 0, H'(N(2Z), R)= AR. 

由 定义 看 到 ，H"(N (2 )，RR) 要 决定 于 覆盖 多 的 选 择 ， 若 
六 = 是 == 4U .的 加 细 履 盖 ， 即 对 于 任何 ;EV 都 有 中 
相应 的 Uj 使 VY;CCU;， 现 在 定义 映射 

op*, HN(Z), R)>H(N(Y), R) 
如 下 ， 设 了 是 NG ) 的 bP 维 上 链 ， 则 9"f 是 N() 的 一 个 了 p 维 
上 链 ， 使 得 

Pf, 六， 和) 一 CU LU， ron-oy， 
其 路 CUI, 1 二 0,，'…，p， 

容易 验证 ，2 。6=6。92 。 并 且 由 此 即 可 得 知 2 "把 上 闭 链 
映 为 上 上 财 链 ， 把 上 边缘 链 上 映 为 上 边缘 链 。 因 此 ，2 可 以 诱导 出 上 
同调 群 的 映射 ， 仍 记 成 2”， 

ov, HI(N(Z), R)>H'(N(Y), R) 

注意 ?2 的 定义 与 U; 的 选择 无 关 ， 证 明 从 略 。 

如 果 我 们 把 多 的 加 细 手 续 无 限 继 续 下 去 。 并 使 每 个 开 集 都 趋 
于 一 点 ， 则 可 得 到 极限 情形 . 

定义 5 于， 玉 ) 一 im 下 皂 NGCMY )， 民 ) 称 为 MM 的 C&éch 


-0 


pp 维 上 同调 群 。 
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令 有 (NN(2)， RR)= 全 ?CN(2)，R)， 并 在 其 中 引 


p=0 
进 溢 法 一 一 cup 积 。 

定义 6 设 fECN(2),，R), 9EC(N(Y), R), Wy 
cup 积 (人 /1U9g)EC NGN )， 邑 )， 使 得 

(Cf Ug)(U,, …, U,, “9 U po) 
= f (U,, 办 U ,) 9 (U ,, EE U ,0) 

容易 验证 ，0( U9)=6fUg+( 一 1)*fUsg 由 此 即 可 
得 到 

上 闭 链 U 上 财 链 = 上 网 链 ， 

上 闭 链 U 上 边缘 链 二 上 边缘 链 ， 

上 边缘 链 U 上 周 链 = 上 边缘 链 ， 

上 边缘 链 U 上 边缘 链 = 上 边缘 链 , 

因此 ， 请 导出 上 同调 类 之 阅 的 cup 积 ， 

[fjUre3=Cf U9) 

这 样 下 "CN(C2 ), R)〉 构 成 环 , 称 为 N (2 ) 的 上 同调 环 .极限 及” 
(MM, R) 一 Him 下 《NU 及) 称 为 M 上 的 C&ch 上 同调 环 . 


下 面 将 把 C&eh 同 调 推广 到 复 形 玉 上 。 仍 设 乡 二 雇 收 是 的 
一 组 局 部 有 限 开 履 盖 。 

定义 7 天 ?2 ) 一 CN )，4) 其 中 不 是 M 上 的 4 一 
形式 空间 。 这 样 对 于 任 一 EK*”*(2) 和 N (2 ) 上 的 了 维 单 形 
O== Uf (UV ， 则 

Cc (Uo, '*Up) C0,.,p 

是 0 上 一 个 实 系 数 9 一 形式 。 

在 KK*(2) 中 的 每 个 元 素 都 具有 2 了 维 上 链 和 9 一 形式 两 重 
性 ， 因 此 可 以 引进 两 种 算 子 ， 

Cech 上 边缘 算 子 S， 关 ”2 )>K™'(2)， 和 使 
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P+l1 
(G0)10i, = 》 (~ 1)*peit, ps, 
R=0 
其 中 Pp 是 把 形式 限制 到 Uj; 站 … 人 Ui;,,, 上 ; 
de Rham 外 微分 算 子 d， K”(2) 一 KK” (2)， 使 得 
(de)iis gd (Cioip) 
不 难 验 证 ，d*= 0，6:= 0，d6==6d, | 
定义 8 令 K(2g)=K (BK) BB K" 
(2 )， 即 K*(gz)= 》  K”(z)， 则 复 形 KK 表示 
p+9a9=k 
K"(2)= )) 天 (2 ) 
R 
玉 中 的 边缘 算 子 定义 为 万 ， 天 “(29 ) 一 开 (2 )， 使 得 满足 
D= 3+(— 1 )’d 
命题 3 0 二 0 
证 明 ， D (Dc)=D(6c+(— 1 )de) 
=(6+(— 1)*d)(6c)+(— 1)*(6+(— 1)*d)de 
=(— 1)'déct+(— 1)’*6dc 
=0 | 
下 面 在 K*(2 ) 中 引进 乘法 x = 二 (UU， 八 ); 
x, Kr x KY) >K" (gy) 
使 得 对 于 EK™”(%), 7nEK "(YY), 
(@ Xx ND) i ip pt 
一 《一 1) iip/N\ Nipeip,, 
再 利用 线性 扩张 ， 就 完全 确定 了 K “(2 ) 中 的 滋 潜 
x 天" (8 )X 开 (2 ) 一 开 (8 ) 
命题 4 D 是 上 "(zz) 中 的 反 导 子 ， 即 对 EK”*(2),7E 
K"'(%), 
DOx7)= Do Xn+ (Co 1) x Dn 
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因此 


证 明 ， 因 为 0EK”Ag)，7EK"”(2)， 所 以 
(® x Diowi py, 一 (一 1 AV 


ODAN) ipt 2 (一 1 ) (AM tp 


R 


3 (一 1 ) (一 A 
hep 


T 2 (—1)(—1 ) Oip /NN I pe 
Rk>p 


» ((— 1)"(— 1 ) Oi mipr) Niprmipreet 
kt«p+t+l 
(一 1 )?+1( — 1 ) Dip/N Tp smite! 
+ (一 1 一 1 人 mi 和 -ao 
kp 
—(— 1)*(—1 DT AV LN PE 
一 (一 1 ) 《6O -He 人 有 pitptrt 
+(— 1)"(— DA 
一 (6a XD+(— 1)°® XO mip 


6 XN E60 XN+— 1) x én 


男 一 方面 


所 以 


(— 1)”d (0 XW) pp 
(1) 1)"d (i NM iy) 
= (— 1) (dom, /NN yp 

二 (一 1 oT AC LL pd ph 


me [( 一 1 ) "+ (一 1 ) Vde x7+ (— 1 ) "+e. 


(一 1 )":(— 1 )”© x di i,, 
= (1)doxn+(— 1) OX dn ,,, 


(— 1)”"d (ox”7) 
=(— | dmXn+— 1) wxXadn 
因此 
DOxXn)=60 Xn)+(— 1)"d(w x7) 
== (6 二 (— 1)fd)oxn7+(— 1) wx (6+(— 1)'d)9 
= Do xn+t+(— 1) x Dn, | 
定义 9 ZK, D)= {0EK (YS), Do= 0} 
称 为 复 形 KK 的 上 闭 链 群 ， 
Br(K, D)= {EK ) :1 人 D7 = 0} 
称 为 复 形 天 的 上 边缘 链 群 。 
Hr(K, D)=Z2°(K, D)/B'(K, D) 
称 为 复 形 玉 的 上 同调 群 。 最 后 


H*(K, D)= 》 H’(K, D) 
p=0 


称 为 复 形 KK 的 上 同调 环 。 

需要 注意 以 下 两 个 具体 情况 ， 

(1) 天 "28Y)= {U,; 上 的 9 -形式 ，U EZ)， 

6: K™' 2 )->K "(YY) 
设 cE5 的 核 ， 则 6c= 0， 即 对 于 任意 的 UU、VEY， 
6c(U, V)=e (Vm c(U)lonr= 0 

这 说 明 在 UV 上 c (U)= ce (VV). 即 c 是 M 上 的 整体 gq- 形 式 、 换 
名 话说 ， 下 列 序列 


0 ACM) SK Ky) 
是 正 合 的 ， 其 中 是 包含 映射 
(2) ds Kr'(g) Kr (gy), cEK"(Y), o =U,N 
站 U 是 N(z ) 的 任 一 bp 维 间 形 ， 则 c (Uo.…NUs) 是 o 
上 的 函数 ， 著 cEd 的 核 即 de= 0， 则 c(Usn.…nU)) 是 0 
上 的 常 函 数 ， 所 以 cEC?CN (多 )，RR)。 这 说 明 下 列 序列 
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OrEINC2), PR) rR (gy) -二 >KpiC2 ) 
是 正 合 的 ， 其 中 B 是 包含 映射 。 
3，de Rham 定理 
定理 设 H "(MM，RR) 是 实 C&ch 上 同调 环 ， 则 存在 规范 
同 构 
Ou: Hir(M, R)H"(M, R) 
而 且 如 果 f :M 一 NN 是 光滑 的 ， 则 下 列 图 解 可 交换 ， 


HeaCM, R)—S>H* CM, R) 
er 
Hu(N, R)—>iH"(N, R) 
先 证 明 两 个 引 理 . 
引 理 1 微分 流 形 M 的 任何 开 覆 盖 总 存在 更 细 黎 的 简单 
覆盖 。 
证 明 ，M 的 覆盖 z = {C7。) 称 为 简单 的 ， 如 果 其 任何 有 限 交 
U。 ni…mU。s 小 都 是 M 的 可 收缩 集 。 
设 终 = {如 .是 MM 的 任意 开 和 覆盖 ， 由 于 放 H 满 足 第 二 可 数 公 理 ， 
所 以 不 妨 假 定 = 4 避 。) 是 可 数 履 盖 。 现 在 对 每 个 U。 选择 它 的 一 
个 可 数 、 稠 密 点 集 {p。,， i = 1，2,…}， 对 每 个 点 加,， 设 9 是 
该 点 附近 的 坐标 映射 ，P(p。,)ER"。 取 9(p。,) 的 球形 邻 域 B。， 
从 而 得 到 p。 的 邻 域 上 。， 满 足 
(a ) 9(V。,,)=B。,， 在 局 部 坐标 系 内 ; 


(b) VCU,. 
这 样 ，{。} 对 所 有 的 % 和 i ， 构 成 乡 = 雇 。 的 加 细 和 覆盖， 而 且 
每 个 ,是 可 收 织 集 。 | 

引 理 2 令 D’' =6,D’=( 一 1)rd, 即 D=6+( 一 1)'d= 
D’'+D’. 
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ta 1 tp 人 
0 > 八 9 CM SK SK ‘>RK Pd KP KPtrlsa 


td 4D + ‘Dr LTD 人 Dr 
td 人 DY 1 DY 4 DY kD 人 D7 


0 > A ADE KEKRD E.Ren VoD gm, 
ta ftDr 1¢D’ 人 D +¢Dr ¢D’ 

OA (MSK SKDCKe Bn pero, 
16 +¢p tp tg 人 


Wr A O We 
Co bid. er OP Corti 
1 人 


人 | 
0 0 0 0 0 


则 上 述 图 解 中 ， 行 是 正 合 的 。 如 果 多 是 简 单 覆盖 ， 则 列 也 是 正 


合 的 。 
证 明 ， 首 先 证 明 行 序列 的 正 合 性 ， 
令 Uo 是 从 属于 = .的 单位 分 解 ， 


定义 
L: CN(Z), A)—Cri(N(Y), A) 


使 得 对 于 YcEc?CN (2 )，/A®) 
(LOC) ao 一 D) haces aosse,,, 


这 时 
(D’ Le} = {6Le)} pp 


p 
= 2) CCD’ hea te, 


1= 0 a 


设 D'c=6c= 二 0， 则 
p 
46c} ET 一 Coo-ap 十 2 (一 ] ) "Coc a, 
i=0 
一 0 
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所 以 


p 
DD) ~ 1)ceo0%ea, 
t= 0 
力 一 方面 
、 
{D’ Le} oo .a ,= D1 ( > (一 est ee, 
这 说 明 ， 知 c 是 必 的 核 ， 则 有 几 Le 一 "， 即 2 必 是 D' 的 象 。 反 
之 ， 若 c 是 D' 的 象 ， 即 c =D’f， 由 于 D’' = 0, 得 D'c= 0 再 考 
碟 到 前 面 的 注意 (1 )， 就 证 明了 行 序列 是 正 合 的 ， 
关于 列 序列 ， 当 乡 = {U.} 是 简单 覆盖 ， 每 个 bp 维 单 形 o0= 
Le 门 … 门 .< 有 ， 根 据 Poincart 引 理 ，H*(FR"”)=0,Yg> 
0 再 考虑 到 前 面 的 注意 ( 2 )， 即 得 列 的 正 合 性 。 | 
de Rham 和 定理 的 证 明 ， 
如 前 所 述 ， 有 包含 映射 
a: A'(M)—~K*(%) 
Bb: E"(N(g), R)->K"(%)) 
而 且 6。a= 0,，d。B=0。 因 此 ， 根 据 可 交换 性 
da=ad, 6p= 66 
有 
Da= (6+ (~ 1)d)a=(— 1)'da=aod 
DB=(6+(— 1)d)p=5p=B ° D’ 
由 此 不 难看 出 ， 0 诱导 出 一 个 上 同调 环 网 态 
a :Hyx(M, R)—>H*(K, D), 
类 似 地 ，p 也 诱导 出 一 个 上 同调 环 同 态 
Pr: *(N(), R)>H"(K, D) 
由 于 a，p 是 单一 的 ， 所 以 a"“， 扩 也 是 单一 的 。 
下 面 证 明 c ”， 广 还 是 到 上 的 。 
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设 [zJEH"(K,D), 则 Dz=0, 上 且 2E 》 K*”(g). 
pt+a= 
由 此 可 表示 成 
2 一 2 zs ZoER™""?(Y) 


所 以 

Dz= Dz, + Dz,+ :+ Dz, 

= D2 Dz + D2,+ Dz + + 
D’ 2z,++ D’z, 

=0 
但 是 DzEKS?"”, DzEK®S "YY, DzEKY"! DYz EEK, 
所 以 由 Dz 二 0， 可 知 D”z, 二 0。 由 前 面 图 表 中 的 正 合 性 ， 存 在 
1 忆 代 "，""”， 使 得 z, 二 D4,。、 于 是 z 一 Da 不 包含 KK”，" 的 元 素 , 可 


i 


记 成 z 一 Du= > 2%。 再 根据 D(z 一 Du,)= 0， 所 以 存在 
P=0 


4,， 使 D?5,= 二 21， 所 以 2 一 Da 一 Du, 不 包含 KK， ”和 K+，": 的 元 
喀 。 这 样 继续 下 去 ， 可 找到 一 系列 4，4,，…，4s， 使 得 

2 —D(ut+t td)=0EKR" 
而 且 w~z， 即 [ 2} 二 [8)。 注 意 D2= 二 0、 则 D”*%0= 0， 再 由 列 
的 正 合 性 ， 存 在 YEC"(N(2)，R),， 使 得 0 二 p(v)， 而 和 且 09= 
0 。 这 样 广 (05) = 二 [8] = 二 [2z]。 所 以 PB" 是 到 上 的 ,通过 类 似 的 
讨论 ， 可 以 得 到 a 也 是 到 上 的 ， 

由 此 可 知 

a":Hi(M, R)H"(K, D) 

PB:H(N(Y), REH(K, D) 
都 是 同 构 。 由 于 == 410.) 是 的 简单 覆盖 ， 可 以 无 限 加 细 ， 加 细 
过 程 记 为 一 0， 册 

(8 Ya” o Ha M, R) 
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slim "(NC )， 尺 ) 一 上 站。(CM， 尺 ) 
> 0 


因此 ，6w 二 (pb*)-”。a" 即 是 所 求 的 上 同调 环 同 构 。 


HM, R)-SSi*(M, R) 
tf tf” 
He(N, R)-—>H"(N, R) 


这 要 通过 a* 与 Pr* 对 f* 的 这 种 自然 性 ， 再 取 极 限 得 到 9w 的 自然 
性 。 证 明 从 略 。 | 

de Rham 定理 给 我 们 提供 了 用 外 微分 形式 来 计算 微 分 流 形 
的 上 同调 群 的 办 法 ， 从 而 得 到 微分 流 形 的 整体 性 质 。 因 此 ， 这 个 
定理 的 重要 性 是 十 分 明显 的 ， 


$4.2 ” Hodge 定理 


我 们 已 经 知道 ，de Rham 上 同调 群 矶 ix( 硅 ) 中 的 每 一 个 元 
素 是 一 个 了 少 维 上 同调 类 ， 该 上 同调 类 中 包含 许多 闭 的 妨 - 形 式 , 它 
们 之 间 相 差 一 个 正 合 形式 。W,V.D. Hodge 对 紧 致 Riemann 流 形 
证 明了 ， 在 每 一 个 de Rham 上 同调 类 中 存在 唯一 的 形式 ， 满 足 
Laplace 方程 ， 这 样 的 形式 称 为 调和 形式 .。 换 言 之， 在 每 一 个 
de Rham 上 同调 类 中 存在 唯一 的 调和 形式 。 本 节 就 是 介 绍 并 证 
明 这 个 重要 的 定理 。 

1. 星 形 算 子 

《1 ) 内 积 空间 中 的 量 形 算 子 

设 玉 是 和 维 的 带 内 积 的 实 加 量 空间 ，e，…，@ 是 这 的 一 组 
标准 正 交 基 ，〈(e;，e;) 二 61;?。 这 组 基 确 定 了 六 的 定 癌 。 现 在 我 们 
要 把 斑 上 的 内 积 扩 充 成 外 代数 .人 (三 ) 上 的 内 积 。 设 ww 人 A 
( 太 )，z E 人 (三 )， 定 义 内 和 ^ 凤 ，7) 如 下 ! 

如 果 D 了 DP 六 4，(wWw，v) 二 0， 
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如 果 pP 一 9， 命 
WW AAWp, VVAAVp, Wi VE 
定义 (w，v )=det(《w，v)))。 然 后 根据 分 配 律 把 此 定义 线性 扩 
充 到 整个 A*(V) 上 。 
容易 看 出 ， 
e, 人 … 人 e (li,<<isen) 
构成 4 人 矿 ) 的 标准 正 交 基 。 因 为 
《2 八 … 人 er Ej1 八 … 人 ef/ 
一 det((ei ， 6.)) 
= Oi 有 
其 中 当 (名 ,…，i) 一 (有 1,…"，1。) 时 其 值 为 1 。 当 (ii，**…*，f5) 
三 (j/,…,j,) 时 ， 其 值 为 0 。 不 难 验 证 ，4( 广 ) 构成 2 维 分 
次 欧 氏 空间 。 
定义 1 A*(v) 中 的 星 形 算 子 水 A**V)YA"(V) 
定义 为 
水 (el A Ae) = A er, 
其 中 ei,，…，ei,，e1,，…，e1, 应 合 于 已 知 定向 。 然 后 再 利用 
线性 美 系 把 关 扩 充 到 A**(V) 上 。 
特别 地 
*(eAN"*Aes)= 1, *(1)=eAN 人 Ne 
例 当 * = 5， 由 于 
6E3 人 el 人 es 人 es 人 ee 一 61 人 e: 八 e: 八 eE4 八 em 
所 以 
水 (es 人 el 人 es) 一 Cs 八 @4 
命题 1 设 思 EA"(V)， 则 有 
炒米 可 二 (一 1 )? 交 矶 
证 明 ， 只 须 假 没 w=e/ 八 … 八 e， 
/ 炒 友 一 6 人 … 人 es 
由 于 
18€ 


8jr 八 … 人 Be 人 ee 人 … 人 e， 
一 (一 1) 96 人 人 … 人 Ne 人 … 人 eu 
水 水 切 二 (一 下 )8 re 人 …A 人 e， 
=(— 1)" Pw | 
命题 2 设 w 和 vv 和信 **(y)， 则 有 
9) 于 水 ( 思 人 人 米 0) 三 水 (Vv 八 炒 w)。 
证 明 ， 设 | 


ZU > 3 AAA 
1®&i 人 < ni 


U 2 ANAWALIR 
1 71 1 


出 
《由 ， VU)= 2 Qi -ppD mi, 
1 Ci 
同时 
米 v= So,* (ei A Ney,) 
假设 
e11 八 … 人 Bi 人 e NAIA 一 6 人 … 人 e。 
则 有 


来 2 一 ZD1 RAC 
wA 八 米 5 ZZ01 1, Op- 21 八 … 人 ee 人 er A 
由 于 Ji< <1， 仅 当 六 一 轧 ，…， 一 /时 ， 2j 人 人 ef 人 6， 
八 … 人 ej 才 不 为 零 。 所 以 


Ww 人 人 水 Y= ») RRIDAIAA 
lj/ < 1 


和 01-71o01-7EI 人 人 … 人 e。 
lf < jn 


* (WA Eb (WW, v) 


所 以 
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癌 理 可 证 
水 (0 人 米 W) 一 (人 w，2)》 | 
(2 ) 在 流 形 上 的 推广 
设 M 是 1 维 紧 至 定向 Riemann 流 形 ，U 是 它 的 一 个 坐标 域 ， 
局 部 坐标 是 (Xx',…，x")。 设 M 上 的 Riemann 度量 张 量 是 g/;， 则 
d= DD) gudx'idxim (0):+ .t+ (0)’,. 
i 1 
Phaff 形式 0°,…,0" 在 MM 的 每 一 点 * 的 切 空间 7.(M) 的 对 偶 空间 
Tx(M) 中 构成 标准 正 交 基 ， 把 前 面 对 向 量 空间 捕 的 讨论 换 成 
La )， 则 《〈eb …，en) 换 成 (0 …，,0)。 这 时 
0 1 人 人 bg (li i ) 
构成 4”T.CM)) 的 标准 正 交 基 。 同 时 我 们 可 以 在 外 代数 A(1， 
(CM)) 中 定义 内 积 ， 设 上 、 EC MD))， 
W me Tai 0 人 N 人 … 人 0 
V b> MAA 
( 包 ，20 一 2G .1,01, 
闻 时 我 们 可 以 把 星 形 算 子 的 定义 推广 到 44 -CD)) 上 ， 并 且 得 
到 类 似 于 命题 1 和 2 的 性 质 。 
我 们 还 可 以 考虑 毕 标 域 U 上 的 微分 形式 代数 


A(U)= DP A4(U) 
P=0 
并 在 /A(U) 中 定义 内 积 和 星 形 算 子 。 
定义 2 设 wEA'MU),，vEAM(U)。 当 DP 夺 9 时 ，《w,v) 

一 0， 当 妨 王 4 有 时， 戎 

AA 

AA 
则 有 


i186 


Vl 


us 工 


(W, 2 /一 》, Qi iol X )bii,l X) 
1&il< ip 人 en 


*，。ACU)—>A"*(U) 
水 (的 入 … 人 0 二 0 信人 … 人 的 


[02 8 人 0] 一 [全 0 

于 是 我 们 又 可 得 类 似 于 命题 1 和 2 的 性 质 。 

(3) AoCM) 中 的 内 积 

对 于 流 形 M 上 的 一 个 微分 形式 ， 使 此 微分 形式 不 为 零 的 反 集 
的 闭 包 称 为 此 微分 形式 的 支 集 。 

4(M)= {1M 上 全 体 有 紧 致 支 集 的 微分 形 式 }。 
再 命 dV 表示 1M 的 体积 元 素 。 我 们 可 以 在 如 CAM ) 中 定义 内 积 。 

定义 3 设 %，?EA(M)， 则 


(@, 9)= | , (0, 9) dy 


称 为 4,(M) 中 的 “ 圆 内 积 。 

容易 看 出 ， 

(®, P)=(P, 0) 
(NO + hs P=Ah0), P) +h(0s P) 
其 路 、 加 七， / 
(0, 0)> 0 

而 且 符 号 成 立 的 充 要 条 件 是 @= 0 . 

此 外 ， 下 面 的 公式 是 重要 的 。 


@, P= | 0, 0) dy 
= | ， (0, 9) OANA 人 
= |. * (OA 和 PAA 
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-fx 
类 似 地 ， 


(@， = ZA 


命题 3 《水 @， 水 见 ) 一 (ay， 9) 
证 明 ， 设 0，?EAs(M)。 则 


(*o, *p)= | 水 @ 人 炒米 9 
—(— 1 | 水 mw 人 9 


= | ,PN 人 *o 


一 (2，w) | 
2，6 算 于 和 Laplace 算 子 
定义 4 对 于 给 定 的 线性 算 子 T， A,CM) 一 A,(M)， 如 时 
存在 男 一 个 线性 算 子 
1 A(M)—A(M), 
使 得 对 于 Ya，fEA(M)， 
(Ta, p)=(a, 7°p) 
则 称 7 是 了 的 伴随 算 子 。 
注意 ”伴随 算 子 是 唯一 的 。 因 为 假设 1 、 了 :都 是 了 的 伴随 
算 于 ， 则 对 于 任意 的 4a、pPEA6(M)， 
(Ta, B)=(a, 11p)= (a, 7173p) 
则 
(a, (7T?—72)p)= 0 
再 由 2、p 的 任意 性 ， 得 到 11 = 人 5.。 
另外 ， 伴 随 算 子 还 是 相互 的 ， 妈 如果 是 了 的 伴随 算 了 于 ， 册 
7 也 是 1 的 伴随 算 子 。 
例 1 求 关 的 伴随 算 子 。 
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由 于 米 是 同 沟 ， 所 以 有 水 ”。 

( 米 O，0) 一 ( 玉 0， 水 米 20) 一 (O， 水 -9) 
例 2 求 外 微分 d 的 伴随 算 - 子 。 

设 wEA0'(M), PEALM). 


(dew. p= | ,doNxk® 


= [yd oAxn) -DD" ,oAd(*®) 
由 于 w 人 ※w 有 紧 致 支 集 K ， 所 以 
| doAx®) = {qd (OAD) 


= [x oA*o 
一 0 
因此 


(do, PD)=(—1 ;| 人 di 水 9 


=(—D? | ,oN\* *~'d*9 


又 由 于 dg 尖 PEA,” M1(M)， 所 以 
Xxx(d XP)=(— 1) dX 
所 以 
XxX(d xP)=(— 1)°™ Xd? 
这 样 
(dw, p=, (~ 1)*Xx'd 9) 
=(@, (— 1)"”" Xdqd 9p) 
即 d 的 伴随 算 子 是 (一 1 )”* "Xd 关 ( 作 用 于 A (M) 上 )。 
定义 5 当 外 微分 算 子 d，A8"CM) 一 A5(M) 时 ,， 其 伴随 
算 子 
ASCM)—>A (MM) 
称 为 上 微分 算 子 。 
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命题 4 5 算 子 有 以 下 性 质 ， 
(1) 66= 0}; 
(2) (一 1)”6X= 关 d (作用 于 ASCM)) 
(3) (一 1)*dXx= 关 6( 作 用 于 A?(M))。 
证 明 ， 
(1) 对 于 V9EAMICM), EA (MY), 
(O，660) = (d®, 69)= (ddo, 9)= 0 
所 以 
G06= 0 
(2) (— 1)”8x9 
一 (一 1) (1) XdXx(X9) 
一 兴 d9 
(3) XOP=(— 1)"*"*ixk (x*d*?) 
一 (一 1 7 (一 1 ) DD d * 急 
=(— 1)’*dxP | 
注意 ”6 算 子 与 流 形 的 定向 无 关 ， 
定义 6 Laplace 算 了 于 A，AiCM) 一 A3(M) 为 
A=(d +6)’=d6+o6d 
命题 5 Laplace 算 子 有 以 下 性 质 ， 
(1) A 是 自 伴 随 算 子 ， 即 对 于 Yo、?EAsCM)， 
(A®, P)=(m, AP); 
(2 ) A 算 子 与 4、6、 关 可 交换 ， 即 
Ad=dA, A6=6A, AX= XA. 


证 明 ， 

(1) (A@, Pp)=(d60, P)+ (6do, #) 
=(@, d69)+ (0, 6d9) 
= (Ww, AP) 

(2) Ad=(d8+6d) d =d6d=dA 


AS= (dé+ 8d)6= 6d6=6A 
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再 设 PEEAs(M)， 根 据 命题 4 
AXXP=(d6+o6d) 关 见 
= d(— 1)*'Xdp+6(— 1)*Xé9 
因为 4?EEA 让 (CM)，69EAS"1(M)， 因 此 再 根据 命题 4 ， 
AXP=(— 1)7(— 1)*1X6d9+(— 1)(— 1)*Xd69 
= XX(d6+6d)9 
= XAP | 


根据 定义 和 以 上 性 质 ， 不 难 验 证 在 RR 中 ,对 于 4"(R3) 来 说 ， 


3 32 
A— 六 Ca psE 
这 与 熟知 的 Laplace 算 子 是 一 致 的 。 
3， 调和 形式 


定义 了 7 MM 为 紧 至 Riemann 流 形 , 若 oACM)， 满足 A@= 


0 。， 则 称 % 为 HM 上 的 调和 和 形式， 


命题 6 设 oEA,M), 则 Ao=0 当 且 仅 当 do=0，6o 


= 0 。 
证 明 ， 如 果 dwo= 0，6o= 0， 则 显然 有 Aao= 0 。 反 之 ， 如 
果 Aawo 一 0， 则 
0 = (AW, ©) 
一 (d6o，g0) 十 (sdw，oO) 
= (06m, 6%2)+ (dm, dw) 


因此 
(dw, doO) 一 0， (6a， 620)= 0 


Mdw= 0, 60=0 | 
现在 考虑 A,(M) 的 三 个 子安 间 ， 
/n= {EAM): Ao= 0} 
/= 42E AA(M)， 存 在 XEA4o(M)， 使 da = 名} 
A;== {0 Ao(M)， 存 在 PE 4M)， 使 5p 二} 
我 们 希望 证 明 
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定理 1 (Hodge 分解 定 理 ) A,(M)= /11 中 DAA 
定理 的 证 明 来 目 以 下 命题 。 
命题 7 14s、A:、A, 彼 此 正 交 。 册 此 推出 
/Auf\Aa= {0}, Af /A= 10} 
A An= (0} 
证 上 明 ， 设 @O 筷 da，da 拭 4，60E 4 人， 则 
(@，da) 一 (6o，aw)= 一 0 
(®, 6p)= (dw, BP)= 0 
(da, 6b)= (dda, B)=) 
所 以 4a 4，4a dd 4。 | 
命题 8 设 wGd4U)， 如 果 oLd4a，o4，o0o4， 则 
OO= 0., 
证 明 ， 由 于 oo 4 ， 所 以 对 于 VaE do )，(o，da) = 
(6%，2) 二 0， 因此 6@= 10。 
由 于 @.L 上 A， 所 以 对 于 VBEA(M)，(@%，6p)=( dw@，p) 
一 0。 因 此 ao 一 0 ，。 
根据 命题 6 ，Ao= 一 0， 即 EAa。 又 知 20 上 上 An， 所 以 (%， 
@) 二 0， 这 就 说 明 @=0。 | 
Hodge 分 解 定 理 的 证 明 ， 根 据 命题 7， 我 们 有 
AAM)DAsDAADA, 
假设 1,(M)=Aa 四 hi 中 A111i， 根据 命题 8，At+= 0， 因 此 
定理 得 证 。 | 
推论 1 对 于 VYV%EA,(M)， 存 在 唯一 的 分 解 ， 
=aa+édpi+r?, EAN 
推论 2 对 于 VoEAoCM)，9PEA1s， 则 存在 唯一 的 YEAm， 
使 得 
(®, VP)=(P, 9) 
定义 8 映射 爵 ，/6(M) 一 Ana， 使 及 0 =7。 其 中 EA 
(MM)，%@= 二 da 十 6p 十 Y。 则 玉 称 为 投影 工 子 。 
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显然 ， 握 -二 玉 。 上 面 推论 2 可 写成 (@,，9)= (How,，#), 
定理 2 设 wEA,(M)， 给 出 一 个 Poisson 方 程 
A®=0 
它 有 人 解 的 充 要 条 件 是 ， Cda。 
证 明 ， 必要 性 坷 A® 二 a 有 人 解 %， 则 对 于 YhEAa， 
(ca， 有 ) 一 (Aa， Pp)=(%, Ap) 


= 0 
这 就 说 明 c_ 4a 。 
充分 性 ， 因 为 4| 4a， 由 Hodge 分 解 定 理 ， 必 有 
2 一 da 十 60， 


设 ci 一 da: 十 6p 十 7，dcai 一 da 十 do0+ady = 一 d60。 再 设 有 ,= 
ads 十 60: 二 7，60: 一 6das 二 60+6 一 6das， 所 以 
da,=d6éda,= A (da,) 
同 理 ， 设 p=das 十 6B 十 ?,， 则 66B,=6da,， 再 设 4,==da6+6ps 十 
Ym 则 da 二 d6p;。 因 此 
6p1= 6d6p,=A6h, 


所 以 
c=da,+ 6p,=A(da,+6p;) 
即 
oO 一 da 十 6p， 
是 方程 的 解 。 | 


推论 1 Poisson 方 程 如 有 解 ， 则 差 一 调 和 形式， 解 是 唯 
一 的 ， 
推论 2 。 Al 信介 阅 / 人 入 是 回 晤 空间 的 同 构 。 
定义 9 上 爱 射 G，A,(M) 一 人 入， 使 得 对 于 VwEA,(M) 

CO 一 A- (oo 一 五 oO) 
则 称 G 为 Greena 算 子 。 
个 难看 出 
= Ho ACGo 
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w= Hot d (6Go)+6(dco) 
这 就 是 0 在 和子 空 间 4a、4s、4 上 的 分 解 ， 
命题 9 ”如 果 线 性 算 子 了 ，A,CM) 一 4,(YM) 满足 条 件 TA 
二 A ， 则 了 与 末 和 CG 世 可 交换 ， 即 
TH=HT, TG=GT 


证 明 ， 
(1) 已 知 TA=AT, w= Fo 十 AGa， 
则 
ToO=T HoO+TAGo 
= Hot+ A(TGw) 
注音 


AT Po)=7TACo)= 0 
即 7 ooGd4a。 因 此 127 Do= oo。 这 样 


HTo=T Ho HA(TGO) 
又 因为 
A(TGoO)=ddl Go 二 6d7 COE 人 
所 以 
HA(TGo)= 0 
最 后 得 到 
Hio=T Ho 
(2 ) 对 于 Vio, A(GTo)=To~ HIo (*) 

To=IHo+TAG 
中 

A(TGo) =Tw— HTo (#)’ 


由 于 GTw，TGoE 4 佑 ， 方 程 Ac=To 一 五 7o 的 解 在 - 佑 中 是 叭 
一 的 ， 比 较 上 面 二 式 〈《*) 和 (*) ， 得 

GToO=TGo | 
推论 因 关 、g 、6 与 A 可 交换 ， 则 这 三 种 算 子 与 互 、C 也 
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可 交换 。 
4，Hodge 徙 理 
定理 8 在 C 定向 、 紧 致 、# 维 Riemann 流 形 MM 的 每 一 个 
de Rham 上 同调 类 中 存在 唯一 的 调和 形式 ， 
证 朋 ， 设 [0jEHix(M)， 则 dw = 0， 
WO=Ho+déGo+ 6dGow 
= Ho+i+dd6Gw+t 6Gdow 
~Ho+d(6G6) 
所 以 了 Ho 与 0 是 de Rham 上 同调 的 。 若 oo 拭 (o]， 即 @ 一 ov =dc， 
则 关 为 
oO’ = Ho + d (6G0’) 
所 以 
oo =(Ho~Ho’)+(Cd (6G0)— d (6G%’)) 
即 
da=(Ho~—Ho’)+(d (6GCo 一 5Gao' )] 
所 以 Ho=Hom’/。 这 就 证 明了 存在 性 和 唯一 性 。 | 
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第 二 部 分 黎 曼 几何 


第 五 章 线性 联络 


35.1 线性 联络 


设 M 是 一 个 nn 维 C" 流 形 ，PEM，TpM 是 M 在 点 已 的 切 空 
间 。 命 U 是 中 国 绕 忆 的 一 个 坐标 域 ， 局 部 举 标 是 《%!,…, x”)， 


风 八 1 ).，…，(- 堪 =). 构 成 TeM4 的 一 组 基 ， 并 且 27， 


.. | 是 U 上 的 局 部 标 架 场 ， 


LM 是 M 的 切 从 ，C~(M，TM)( 或 TC(T CM))) 是 TM 的 光 
滑 截面 空间 。 给 出 以 上 一 光滑 向 量 场 人 EC~(M，TM), 局 部 地 ， 
在 坐标 域 U 上 ， 它 可 以 表示 成 

l= 2 Xi( x) 一 
i=1 
其 中 XX'(x) 是 U 上 的 C” 函 数 ， 
定义 1 C" 流 形 M 上 一 联络 是 一 个 微分 算 子 
VC TM)xC*(M, TM)->C*(M, TM) 
(XX, YYVxY 
使 得 对 于 VX、Y、ZEC*(M, TM), rER, fEC*(M)., 

(a) Vx(Y+2Z2)=Yxl +VYxZ, 

(b) Vxrl(Z)=VZ+ VL Vr =rVxY, 

(Ce) VxfY)=(XNDY+f.YY. 

VV 称 为 M 上 的 线性 联络 或 切 从 C~(M，/ MM) 上 的 联络 ， VxY 称 
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为 了 在 天 方向 上 的 协 变 微 商 ， 
局 部 地 ， 在 坐标 域 [ 上 ， 设 向 量 场 Von -27 ) 分 解 为 


. 0 人 
Var 说) 2 Ty; xt? 
k 


其 中 ;EC™~(U ) 称 为 线性 联络 V 在 坐标 域 U 上 的 Christoffel 
符号 或 Christoffel 系数 。 
实例 


(1 ) 平坦 欧 民 空间 命 M 一 R, 学 标 是 (x'，…, x"), 1 


ax! 


3 , oo 闪 # = 
“…， | 是 R" 上 的 标 架 场 。 设 YEC™(R",TR"),， Y= 了 )Y 


2， 其 中 了 EC~(R"), 定义 R* 上 一 联络 为 ， Vx 了 一 下 


(XY7) 一 ,容易 验证 ， 这 样 定义 的 联络 立 满足 条 件 (a ) 一 《< )， 
因此 是 一 个 线性 联络 ， 注 意 


Va 7 )= 0 
BT= 0 i, 7 ，R 一 1，…， 人， 
因此 VY 称 为 平坦 联络 。 上 面 定 义 的 协 变 微 商 VxY 事实 上 就 
是 通常 的 和 撩 值 沙 数 的 方 问 导 数 . 
( 2 ) 平行 化 流 形 一 个 % 维 C" 流 形 MM， 如 果 在 它 上 面 可 以 
定义 个 处 处 线性 无 关 的 向 量 场 ， 邑 标 架 场 { 人 和 ,，…， 守 ， 则 
MM 称 为 平行 化 流 形 。M 上 任 一 向 量 场 人 EC M，1 必 ) 可 以 表 


示 成 六 = 》1f'X,， 其 中 f'EC”~(M)， 在 平行 化 流 形 上 定 义 一 线 
性 联络 了 了 ， 它 满足 条 件 ( a ) 一 (c ) 并 且 


Vx(2)= 0, (1, ?三 1， "9 n ) 则 对 于 YX， YEC” 
(M, TM ), 
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Vy(X)= 2 (Yf')X, 


所 以 六 是 平行 化 流 形 M 上 的 平坦 联络 。 
(3 ) Poincare’ 双 曲 上 兴 平 面 命 
M=H={(x, »)ER’S > 0)} 
因为 五 只 有 一 个 坐标 域 ， 我 们 可 以 用 Christoffel 符号 来 定义 二 
上 的 线性 联络 ， 它 定义 为 


一 一 一 Fi 一 一 Ti 一 一 可, 其 它 [ 和 一 0 
定理 1 任何 C“ 流 形 M 上 一 定 存在 线性 联络 ， 
证 明 ， 设 流 形 M 的 坐标 覆盖 是 zw 一 {U.} ， 相 应 地 有 一 组 单 
位 分 解 《sy ， 9。 的 支 集 CC 局 。 并 且 


< 
以 


由 于 在 每 一 个 坐标 域 U。 上 存在 着 局 部 标 架 场 ， 因 此 是 可 平行 化 
的 并 且 在 U。 上 存在 平坦 线性 联络 V.， 于 是 我 们 可 以 在 MM 上 整体 
地 定义 线性 联络 如 下 ， 


V= .9.7 1 


定义 2” 设 V 是 LC" 流 形 M 上 的 一 个 线性 联络 ， 则 存在 MH 上 的 
(1，2) 型 张 量 场 了 定义 为 
7 了， OV Ve Y) 


局 部 地 ， 在 坐标 域 U 上 ， 命 X= 一 六， 了 = 


Bx EA 


则 
0 


T(r Er) D Tr a 


张 量 场 称 为 线性 联络 本 的 撞 率 . T= 0 时 ，V 称 为 是 无 挽 率 
的 。 局 部 地 ， 对 于 无 挖 率 线 性 联络 ， 它 的 Christoffel 系数 满足 
Di;= I, ts, jj， k=1, ,7 
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WwW 


因此 无 挠 率 线性 联络 又 称 为 对 称 线性 联络 。 
引 理 1 向 量 场 VxZ 在 已 点 的 值 (VxZ)s 只 依赖 于 切 同 量 
义 ; 己 了 Tb;M， 即 与 人 :的 扩充 无 关 。 : 
证 明 ， 设 Xe 扩充 成 另 一 向 量 场 了 上。 了 "一 4m 全 太一 天 一 了 ， 
则 矿 ,= 0。 设 U 是 围绕 P 忆 的 一 个 坐标 域 ， 命 
Wlo= SW) i, W(x)ECU) 


DX ” 
其 中 WV'(P)= 0。 
VwZllu= DI W(X)YVar 2), 


YA.7AT DW'(P) (Voor 2))e= 0 


(VxL)e— (VxY)p=(V ry (2))r= (Vw(Z))e 
= 0 | 
但 是 协 变 微 商 VxY 对 于 了 的 情况 要 复杂 得 多 ， 它 依赖 于 了 广 X 
的 积分 曲线 的 值 。 
定义 3 设 ac， 了 ~M 是 M 上 一 条 光滑 曲线 ， 沿 曲线 & 的 加 
量 场 Z 是 映射 ， 了 一 T(CM)， 使 得 坛 了 Fr2ZepEL onM 并 且 对 
于 M 上 的 C0" 函数 1，Zowf 是 a(I)CM 上 的 CL 函数 . 
定义 4 给 出 M 上 一 条 光滑 曲线 a ， 代 一 M，a 的 切 同 量 场 
1 定义 如 下 ， 


T.w= (oo (后 -) 


有 时 我 们 把 T。 简写 为 了 。 
局 部 地 ， 在 坐标 域 U 中 ， 设 曲线 a 的 局 部 坐标 表示 是 a'= 


X 。 0，, 则 
de(t1)/ ee 
了 一 2 a! (去 ) 
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因此 我 们 机 以 形式 地 把 了 . 看 成 da/di. 
现在 我 们 希望 定义 沿 曲 线 & 的 切 向 量 场 了 的 协 变 微 商 VrY 
在 (fo) 的 值 。 为 此 ， 取 了 .wy 扩充 为 MH 上 的 向 量 场 半 ，XX。o， 
= ,0 则 根据 引 理 1， 我 们 可 以 定义 
(VY ) un 一 (V xY )。cm， 
实例 设 M=h，&a 是 单位 开 图 ， a (t+)=(cost，sint)，0 
< 上 <2r， 售 el 一 9/ox，e: 一 9/ay， 了 一 ye 一 Xe*， 因 为 了 一 一 
sinte, 十 coste;,， 所 以 可 取 上 的 向 量 场 人 = 一 ye 十 xe,， 使 得 
六 js 二 工 。 
VrY =VYxr|.=(X,).e— (Xe, 
=(Xe 二 yes)。=Coste,+sinte, 
引 理 2 设 fEC~(M)，4， 7 一 AM 是 光滑 曲线 使 得 foa= 
常数 。 则 了 .f= 0， 


证 明 ，T./ aa - 革 -j/=- (fa 一 0 


引 理 3 命 ou， 了 -~M 是 一 条 光滑 曲 线 , 了、ZEC*(M, TM) 
使 得 Y ,0 = Lan, ViEL. 则 沿 监 线 0 有 rz =YVrZ。 
证 明 ， 命 扩 一 了 一 2 则 太一 0， 求证 Vr = 0 。 设 U 
是 围绕 a (1,) 的 坐标 域 ， 
Who= 》 W(x) 7, Wi(x)EC-(U) 


De 9 


其 中 V'(a (+))= 0。 根据 联络 的 性 质 《 < )， 
vw 有) 高 + wr( 喜 ) 


因为 玉 '。a=0,， 所 以 ToW'= 00， 又 因为 W'’ (a(t))=0， 
所 以 

VN,=0 | 
附 记 ， 这 引 理 说 明 ，( 了 x 了 7): 依赖 于 向 量 场 Y 沿 向 量 场 立 的 过 PP 


200 


点 的 积分 沾 线 的 值 ， 

现在 我 们 应 用 引 理 1 和 引 理 2 来 解决 子 流 形 的 诱导 联 络 问 
题 。 设 入 是 一 个 微分 流 形 ， 其 上 已 给 定 了 线性 联络 了 J， MM 是 入 的 
子 流 形 ， 现 在 我 们 希望 用 和 NN 上 的 线性 联络 纠 来 定义 子 流 形 M 上 的 
联络 。 任 给 了 、Y EC”( 昌 ，TM)， 把 它们 扩充 成 NWN 上 的 向 景 场 
天 和 YZ， 定 义 

TY = TY i 

根据 引 理 1 ， 李 x 了 与 全 的 扩充 X 的 选择 无 关 ， 再 根据 引 理 2, 了 XY 
与 了 沿 X 的 积分 曲线 上 的 值 有 关 。 设 PEM， 广 的 过 也 点 的 积分 则 
钱 即 三 的 过 书 点 的 积分 曲线 cCM， 所 以 《3xY) 只 与 了 沿 曲 线 
a 的 值 即 了 的 治 c 的 值 有 关 ， 与 扩充 Y 的 选择 无 关 。 所 以 ， 上 面 
定义 的 yxy 是 有 意义 的 ， 

但 是 (Jx7 了 )s=(5xY 了 ); 不 一 定 属于 7 了 pM， 所 以 我 们 定义 

(Vx 了 )p 二 (Vx 了 ): 或 (VV 说): 在 TM 上 的 投影 ， 
于 是 我 们 定义 了 入 的 子 流 形 M 上 的 线性 联络 VY， 称 为 N 上 的 线性 
联络 了 在 子 流 形 村 上 的 诱导 联络 . 

实例 ”给 出 CLC" 函数 f，A""->R, 设 M 是 R” 中 由 f/f 确定 
的 超 曲 面 。 杂 的 单位 法 向 量 场 是 

n =gradf /lgradf| 
设立 是 Re 中 的 平坦 线性 联络 ， 我 们 定义 超 曲 面 M 上 的 联络 如 
下 ， 
VxY=VxY (VxY, 1 1 

因为 (%，%n)= 二 1， 所 以 (Vxl,， nn)= 0 咏 VxYEC*(M, 
TM)。 可 以 验证 , 这 样 定义 的 算 子 满足 条 件 (a ) 一 (c ), 所 以 
V 是 超 曲面 上 的 线性 联络 ， 它 是 人 ”中 的 平坦 线性 联络 在 M 上 的 
诱导 联络 。 


35.2 平行 移动 
定义 5 给 出 曲线 &g， |/ ->M，Y 是 沿 曲 线 2 的 问 量 场 ， 如 果 
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xz = 
则 称 了 是 沿 曲线 x 平 行 的 . 
实例 ” 设 R" 是 平坦 欧 氏 空间 ，a 是 A 中 一 条 曲线，Y 是 沿 a 


的 向 量 场 。 命 {6,，…，es 是 R" 的 标准 基 ， 工 = 六 了 er。 
VrY= (TY Ne 0 ITY'= 0 


T= 条 J- 委 (Y 名 a) = 0 


< 所 全 [a(t )]= 常 数 . 
所 以 ， 了 沿 曲 线 a 是 平行 的 所 人 了 沿 曲 线 c 是 常 向 量 场 。 
定理 2(]Levi-Civita，1917) 给 出 曲线 cc ，d j) 一 M， 设 
a(c)==PEM, ETbM， 则 存在 唯一 没 曲 线 < 平行 的 问 量 场 了 
使 得 了 son 一 上 p= YY。 
证 明 ， 考 碟 围 绕 忆 的 坐标 域 U，、 沿 曲线 4 的 疝 量 场 了 可 以 局 
部 地 表示 成 


和 2 Y'(a( { )) (总 ) 
ED DA) 
中 1:, J 


ne 人 9 行当 且 仅 当 它 的 分 时 六 是 微分 方 组 


od 2 7 ET,= 0 (=1I1，，…，1 
1 J 


给 出 初始 条 件 
V*(a( ce))=Y 
则 上 上 上述 方程 组 局 郭 地 存在 玲 一 解 Y “(at t ))， 《 Rk 一 )， 
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因为 Ce ，d 是 蛇 致 和 的， 因此 可 以 把 局 部 和 解 送 步 扩 充 到 整个 C5， 
dt, i 
实例 M= 互 =Poincare 双 曲 上 半 平 面 ,， a(t ) 一 (人 ,1)， 


P=a(0)=(0，1)。， 命 Y=-5z， 则 YY!= 0，Y*~= 1, 定理 


0 
2 中 的 微分 方程 组 变 成 
day’ da 1 _y:ido .1 


~” .wl 。 一 一 
和 I™! 
ad” yy! do 1  _J aa 1 ~ 
下 二 a a a mI™ 
或 
dY! dy: 
了 了 上 = 一 0， "a+ 0 


根据 初始 条 件 ，Y'(0)= 了 =0,， 7*(0)= 产 = 1， 解 上 述 方 
程 组 得 ， 


Vi=sint, YY’=cost 


Y(t ) =sint "(2 ) +eost-( 3 ) 
QF) " 1 
定义 6 设 c, J 一 MM 是 光滑 曲线 , P= 二 2(0), 对 于 VY 了 ETbM， 


Y 是 沿 曲 线 a 并 且 与 平行 的 向 量 场 ， 定 义 上 映射 人 *， TM 一 LM 
如 下 ， 


P'(Y)=Y 0, 
则 PP 称 为 沿 曲 线 a 的 平行 移动 。 
定理 3 PP 是 癌 量 空间 的 同 构 ， 


证 明 ， 设 4e1， 多 es 是 7pM 的 一 组 基 ， = 》， Pa 命 


{P(e,), “+, P(e,)}) 是 wh 的 一 组 基 ， Yu = 2 Y'(P"'(e,)). 


习 为 向 量 场 Y 沿 曲线 a 平行 ,所 以 VisY = 0, 了 又 因为 Vr(f (ei)) 
一 站， 所 以 
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VrY= 2 (TY') (P(e1)) =0 


TY'= 0 或 Y'。a= 常 数 ，i 二 1，… ,1 
于 是 
VY'=Y', ( 1= 1 ,，…， # ) 
容易 看 出 ， 映 身 
Po Y= YY'e >Y = MV'(P(e)) 


是 向 量 空间 的 同 构 。 | 
实例 同上 例 ， 


0 好 
天 一 Sinf | -一 一 -下 
( 9X- I ( OX ) toost( OX” ) 


下 面 我 们 要 指出 ， 流 形 上 的 平行 移动 反 过 来 确定 一 联络 ， 
定理 4 命 P“， 了 osM->Too MM 是 沿 曲 线 a 的 平行 移动 , 则 


(Vr )aco 一 CCP DY ) 一 上 co 


证 明 ， 命 Z, 是 唯一 沿 曲线 xc 平行 的 向 量 场 使 得 〈2) so 
一 (六 ”) so)。 设 过 是 围绕 <c(0 ) 的 坐标 域 ， 命 


0 
(LZ) 0 2 Z(t (Er) 
da! 9 
Tw = 站 (和 总 ) 


， 心 
rco( 坊 ) 


因为 2 是 沿 c 平 行 的 ， 所 以 


dZ* da’ 
+ gr Lt Ti(a( t ))= 10, 


R= 1,， 9 六 
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LA4(S) 一 了 (3S 
根据 中 值 定 理 ， 
ts )=2Z4(0) 上 +s24 (8)， 对 于 某 个 0 < 之 54 之 s， 


所 以 二 [(P*o) -也 。w 一 Yoeo] 的 第 上 个 分 量 是 
ZH 0 ) 一 了 (0 
= Zs )—sZ (8 一 YA 0)] 
= 一 ZY (ED + 二 [2Z4Cs )—Y*(0)) 
= 2 A (8 21 Th (a8) 
十 CY*( s )—Y*(0)) 


命 S -一 0， 则 同时 有 5&4-~> 0 ， 上 式 变 成 
da’ dy* z 
>) 02 0TYa( 0)) + (0) 
i 


-= YAO TIA(0))+ (0) 
这 
一 (人 (Vzrz) 的 第 有 个 分 量 。 


lim FPOUY 0) -Yow = TrY. | 


$5.3 线性 联络 的 测 地 线 


定义 7 M 上 一 条 曲线 a 称 为 Vn 测 地 线 ， 如 果 
Vr = 
易 部 地 ， 在 坐标 域 U 中 ， 涡 同好 线 的 方 是 
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dia* da' da!i 
r+ DT 0 (hl1, ,1) 
jsj 


定理 5 命 MM 是 一 带 有 线性 联络 V 的 C" 流 形 ， 再 命 PEM， 
信 :ETpeM， 则 局 部 地 ， 存 在 唯一 测 地 线 4， (一 e，e)->M 使 得 


a 0)=P, (0)=X, 


证 明 ， 根 据 第 微分 方程 的 解 的 存在 和 唯一 定理 。| 


实例 ， 合 M =Poincare' 上 半 平 面 晴 ， 它 的 测 地 线 方程 是 
da! 2 dal da: _ 
et dt dt l 


FY 1 \ 2 2 \2 
全) ar GR) 
它 的 解 是 
a(t1)=0 +tanh(rt), ot)=bsech(rt), 
或 a 1 )= cc, 0 +1)=d.er 
第 一 类 测 地 线 是 圆心 为 《2G，0 )、 半 种 为 |5 | 的 上 半 丙 
(oi( 1)—a)*+(a(t)— 0)=0, a(t)>0 
第 二 类 测 地 线 是 垂直 于 x 轴 的 半 直 线 . 
五 是 经 典 双 曲 几 何 的 模型 ， 测 地 线 就 是 它 的 ”直线 ”。 在 这 个 
模 现 中 欧 几 时 得 第 五 公设 不 成 立 ， 过 直线 外 一 点 可 以 作 无 数 条 直 
线 与 给 定 的 直线 不 相交 ， 
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第 六 草 多 曼 度量 与 黎 曼 联络 


36.1 黎 曼 度量 


设 M 是 一 个 二 维 C 一 流 形 ，FEX 。 

定义 1 M 上 的 度量 场 9 是 一 映射 ， 它 使 每 一 点 PEM 对 应 

(4 ) 双 线 性 ，gr(aA 1 二 bX,,，Y)=agp(X1, Y)+o0g:(X,, 
Y ); 

(8 ) 对 称 性 ，gp( 久 ，Y)=grY，X) 

(5 ) 正定 性 ，gs( 外 ，X)0， 当 了 XX 妆 0、 

这 些 条 件 等 价 于 说 ， 9 在 好 的 每 一 点 己 的 切 空间 7 4 中 定 
义 了 一 内 积 。 

定义 2 对 于 VX、YEC~"(M,，1M)，M 上 的 度量 场 9g 定义 
了 MM 上 的 实 值 酒 数 g (XX ，Y) 

9 (X, YV)r=9(Ap, >:) 

如 果 g(X， 了 Y )EC~(M)， 则 我 们 称 9 为 M 上 的 黎 曙 度量. 

定义 了 得 总 度量 9 的 C“ 流 形 M 称 为 黎 曼 流 形 , 记 成 (M, 9)， 
设 U 是 M 上 一 坐标 域 ， 局 部 坐标 是 (x*，…，x"”)， 则 9 在 U 上 
的 限制 gu 对 应 于 :个 实 值 (“函数 ， 


uo 
2 OX’? oxi! 


定义 8 设 和 NN 和 MM 是 C" 流 形 ，%9，N 一 M 是 C" 上 映射 ,给 出 导 
寺 的 黎 曼 度量 gw， 它 确定 了 N 上 的 一 黎 曼 度量 gw 一 P gu 如下， 
gn(X,Y)=9*gu X,YV)=g9uP, XA, Pr) 
gn 称 为 N 上 由 gx 所 诱导 的 上 度量， 简称 为 诱导 度量 ， 
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实例 
(1) 设 M = 人 ， 命 9 是 欧 氏 内 积 《， )》， {es "ys en} 是 欧 
氏 空 闻 的 标准 正 交 基 。 再 命 PEM, 了 ph 的 标准 正 交 基 是 {le1)s， 
"""g (en )pP)。 设 人 Xp、 Y pET'pM, 出 
人 p= 二 D1 a'(ei)e, ?一 2 bi(es)e 
i ] 


gr(Xs, YY,)= (ss Vp) 一 2 GD ( ei, Ej ) P 


= Ya'b’ 


i 
由 于 这 个 内 积 满 足 条 件 《4 ) 一 (c )， 因 此 它 是 及 "中 的 歼 曼 度 
量 ， 称 为 欧 氏 度量 ， 与 欧 氏 度量 相应 的 实 值 CL" 函数 gi 是 常 
冰 数 ， 
9i((P)=gr((@1)p, (ei)p)= (Ei, €;) pm 一 Cr 

(2) 设 六 是 黎 曼 流 形 M 的 子 流 形 ， 则 存 在 一 一 浸入 2， 六 
一 M， 于 是 上 的 黎 曼 上 度量 9x 诱导 了 N 上 的 黎 曼 度量 gn= 
9 9gw， 使 六 也 变 成 一 个 黎 曼 流 形 ， 由 于 9 是 一 一 的 ， 我 们 可 以 把 
NN 和 PCN) 等 同 起 来 ， 这 时 gn 变 成 gx 在 N 上 的 限制 ， 

gn = guln 

注意” 黎 嘿 流 形 的 子 流 形 上 的 黎 受 度量 不 是 唯一 的 ， 例 如 在 
黎 曼 流 形 M 的 子 流 形 W 上 ， 除 了 诱导 度 量 P gx 二 gxln 以 外 ， 还 
存在 其 它 黎 曼 度 量 ， 例 如 ， 

设 必 二 Poincaré 双 曲 上 半 平 面 人 CK",， 人 日 上 除了 所 的 欧 
氏 度 量 的 诱导 度量 以 外 ， 还 存在 罗氏 度量 ， 它 定义 的 内 积 是 


~ 
gr(Xo, Ybp 了 ( Xp, Yep) 
其 中 3》 是 已 点 的 纵 坐 标 。 容 易 验 证 ， 上 述 度 量 满足 条 件 (6 ) 一 


(c )， 所 以 是 M 上 的 另 一 个 黎 曼 度量 ， 
如 果 凡 = 商 维 双 有 曲 空 间 HH = {XEK"，|Xl 之 1},， 它 只 有 一 


208 


个 坐标 标 ， 所 以 可 以 用 下 列 ww 个 C“ 实 值 函 数 来 定义 它 的 歼 曼 
度量 ， 


gu 人 一 站 全 名， VxEM, aERk 


显然 它 不 同 于 FR" 的 网 氏 度 景 在 H" 上 的 诱导 度量 1。 

附 记 ”五 :是 经 典 双 曲 几 何 的 另 一 个 模型 ， 称 为 Poincaré 实 
圆 ， 它 与 Poincare 上 半 和 平面 差 一 反 演 。 

定理 1 任何 CC" 流 形 上 总 存在 一 个 黎 曼 度量 。 

证 明 ， 设 M 是 ” 维 C“ 流 形 ， 多 = 人 (已 是 它 的 党 标杆 盖 ， 坐 
标 映 射 是 9。。U,->k”"， 相 应 的 单位 分 解 是 { 罗 .}。K" 上 的 欧 氏 度 
量 是 CG(7， 上 了 )= (三 了 )， 它 在 U。 上 的 刻 导 度量 是 g.== 
qxG， 于 是 我 们 得 到 上 的 一 个 整体 黎 曼 度量 9 = VY.g。。1 

给 出 一 个 黎 曼 流 形 (M，9 )，gs 确定 了 切 空间 7/ "4 中 的 内 
积 。 于 是 我 们 可 以 计算 TbM 中 的 切 向 量 的 长 度 和 夹 角 如 下 ， 

[Xpl=V gr Xp, Xi), VXPEETM 


COs( Xp, Y.,) > yp .| Vv Xp、 了 pT pM 


因为 jcosbl< 1 ， 我 们 得 到 Schwarz 不 等 式 
lgp( Xp, 了 ps 和 中 
有 了 黎 曼 度 量 9 ， 我 们 可 以 定义 黎 曼 流 形 (M，9 ) 上 曲线 
的 长 度 如 下 ， 
定义 4 设 a,， ca,，bj 一 M，tPa(t) 是 M 上 逐 段 光滑 则 


线 ，T.=a,(- 千 ) 是 < 的 切 向 量 场 ， 则 曲线 < 的 长 度 定义 为， 
L(a)= | "Vg Tdt 


附 记 ”曲线 a 的 长 度 定义 与 它 的 参数 选择 无 关 ， 
证 明 , 设 1=w(s),， 4o=(c), b=Y(d), 


| ?GUT Ted 
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CE 
-|， ME 
HACDHGE a 

-人 


定义 5 设 黎 曼 流 形 杂 是 连通 的 ， 在 杂 中 引进 距离 d 如 下 : 对 
于 VP，QEM， 定 义 

d (P,Q)=Inf L(a) 二 连结 PP 和 Q 的 逐 段 光滑 曲线 a 的 长 度 
L(ta) 的 下 确 界 ， 这 个 距离 满足 下 列 条 件 ， 

( 1) 正定 性 ，d(P，Q)DP0， 而 且 dCPDP，Q)=0 当 且 
仪 当 记 = QQ， 

(2 ) 对称 性 ，d (P，Q)=d(Q，P) 

( 3 ) 三 角 不 等 式 ，d (PP，Q)<da(P,，R)+d(R,Q). 
凡 此 距 离 d 使 计 成 为 一 个 度量 空间 ， 

定理 2 ”+ 维 连通 黎 曼 流 形 M 的 度量 拓扑 重合 于 流 形 的 
拓扑 。 

证 明 ，M 上 的 距离 d 确定 了 M 久 的 度量 拓扑 ， 它 的 开 集 是 距离 
d 所 确定 的 2- 邻 域 ， 另 一 方面 ，M 的 微分 结 构 {(U。，8。)} 确定 
了 M 的 流 形 拓扑 ， 它 的 开 集 由 9 Uo。 一 R" 从 AR" 中 的 开 集 诱导 
而 得 。 

命 U 是 M 的 坐标 域 ， 局 部 坐标 是 《xi?，…，x"”)，PEU 是 
人 举 标 系 的 原点 ， 对 于 YQEU， 命 


d(Q)=d(P, Q), DQ)=, VCx( Q)’, 
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则 d(Q) 确定 了 M 的 度量 拓扑 ，D(Q) 确定 了 M 的 流 形 拓扑 。 
选 4 二 0 使 得 4 二 {QEU，D(Q) 4}CU, 再 考虑 紧 致 集 B = 


{(Q, Xo): QE4，》 [dx( Xe)]2= 1)}~AXS”!, 在 B 
i = 
上 定义 范 数 如 下 ， 
173 
Xi -| 5 Qa Xd Xo) 
i, 


它 在 紧 致 集中 上 取 极 大 值 玉 和 极 小 值 7 。 
命 a 是 .4 中 的 逐 段 光滑 曲线 使 得 
a(0)=P, a(a)=0, (a(t1), TEB 
L(a)= | 1 CT ydfro>rD(Q) 
再 命 和 是 4 中 另 一 条 逐 段 光滑 的 曲线 ， 它 的 方程 是 


(pi WY XQ) 
XB 1) = 


当 1 一 D(Q) 时 E(t ) 是 终点 QQ， 所 以 
Lp)= | 579 Ta) dt<R.D(Q) 
d(Q)=d(P, Q)= Inf Lla) zr D(CQ) 
d(Q)=d(P, Q)= [of LO 和 CLOSE D(CQ) 


六 DAQ 入 dCQ) 委 RDCQ) 
这 说 明 ， 由 度量 a 和 已 分 别 确定 的 M 的 度量 拓扑 和 流 形 拓扑 是 等 
价 的 ，| 


836.2 黎 曼 联络 


设 (M，9) 是 1 维 黎 曼 流 形 ，U 是 M 的 一 个 坐标 域 ， 局 部 
举 标 是 (YX ， "ys X )， PEU. 
定义 6 设 V 是 歼 曼 流 形 M 上 一 线性 联络 ，V 称 为 度量 联 
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络 ， 如 果 

X(9(Y, 2))= 9(VxY, 2)+ 9(Y, Vx2Z), VX,Y, 
ZEC”(M,TM). 流 形 M 上 定义 了 线性 联络 以 后 ， 就 可 以 相应 的 
定义 M 上 的 平行 移动 P。，7 MowM， 这 是 向 量 空 间 ! .co 
M 和 TwyM 的 线性 间 构 。 

定义 7 线性 变换 4，TpM->7ToM 称 为 保 长 的 ， 如 果 

g (ANXp, AYs)= 9 (Xp, Yh), VXRp, YopETEM 

命题 !” 黎 坚 流 形 M 上 的 线性 联络 VV 是 度量 联络 当 而 仅 当 它 
所 确定 的 〈 沿 M 上 每 一 条 光滑 曲线 cx 的 ) 平行 移动 是 保 长 的 . 

计 明 ， 先 没 V 是 MM 上 的 度量 联络 ，4: 7 一 M 是 光 渭 曲线 ， 

了 了，ZETowM，Y 和 2 分 别 是 由 YY 烛 Z 没 曲 线 ca 平移 而 生 
成 的 向 量 场 


-gem(Y, 2)=T.g.wm(Y, 2) 


三 ge (Vrl, Z)+gan(\Y, VrZ)= 0 
gu 了，Z2Z) 一 常数 
再 设 对 于 必 上 每 一 条 光滑 曲线 ?， 线 性 联络 所 确定 的 平 
行 移动 P。 是 保 长 的 ， 命 :ETM， 对 于 线性 联络 V 来 说， 在 
M 上 存在 唯一 测 地 线 4 使 得 a( 0 )==P To 二 人 bp。 
命 { 珍 ,，…, 内 ,是 7 了 pM 中 对 于 度量 ge 的 一 组 标准 正 交 基 , 即 
gr(Wi, Wi)=6 i, j=1, 2, .1 
再 命 { 玉 1， …， 玉 沙 是 人 沪 /，…， 访 ,} 沿 有 曲线 < 平移 而 生成 的 回 量 
场 ， 因 为 PP。 是 线性 同 构 ， 所 以 { 太 在 曲线 a 的 每 一 点 处 是 线性 
无 关 的 ， 它 们 构成 了 .owM 的 一 组 基 ， 根 据 假设 
Gan (Wi, WW,))= gp(W1, WB;)= 6; 
所 以 { 玉 .，…， 玉 ,在 a 的 每 一 点 的 切 空间 .MM 中 确定 了 一 组 
标准 正 交 基 ， 任 给 两 向 量 场 YY，ZEC*(M, TM)， 


Yow= OY Law= 2 Zt Wa 
i ] 
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gp( 了 ，Z)= 六 VAigen (WW) = YYZ 
i » J 1 


此 外 ， 由 于 素 , 沿 曲 线 a 是 平行 的 ，7r(1V1) 二 0。 所 以 
VY)= 2 (TY 于) 十》 YAYVW)= (TYOW, 


因此 
g (VrY, 2)+ 9(Y, V12)= 2 (TYH)Z'+ SYA(TZ’) 
t | 


-7(5 rz T(g(Y, 2Z)) 


命 1 = 二 0， 这 时 7,0) 二 广 p:， 所 以 
Xr 9(YV, ZZ) VxY, I)+gp(Y, VxZ) 
因此 VY 是 度量 联络 。| 
定理 1 〈 黎 曼 几 何 的 基本 定理 ) 设 (M，9) 是 一 个 黎 曼 
流 形 ， 则 M 上 存在 唯一 无 挠 率 度量 联络 。 : 
证 明 ， 先 证 明 唯 一 性 。 如 果 M 上 存在 一 个 无 乒 率 度量 联络 
V， 对 于 VX，Y，ZEC~(M，TM) 有 
X(g9(Y, 2Z))= 9(VxY, Z)+ 9(Y, Vx2Z) 
VY(g(Z, X))= 9(VyZ, X)+I9(Z, VyX) 
Z(g9(XN, VY))= 9(VzX, Y)+9(X, VzY) 
X(g(Y, 2Z2))+Y(g9(Z, X))—Z(9(X, Y)) 
= 9(VxY+VyX, 2Z)+ 9(Y, VxZ~YzX) 
+ 9(,， VyZ~ VzY) 
因为 联络 VY 是 无 找 率 的 
VyX=VxY—[CX, Y), VzX—~-VYxZ=[Z, XX) 
: YZ— VY =[V, 2) 
上 式 = 2(9(VxY,Z))+ 9(X, CY, 7271)— 9(Y, (2, XY) 
-9(Z, CX, YJ)), 
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9 (VxY, 2) = 5{X(9(Y, 2)) 


+rY(9(Z,X))—Z(9(X, Y))— 9(X, 

CY, 2))+ 9(Y, (2Z, XI))+ 9(Z2, CX, Y))) 
由 于 上 式 右 边 完 全 由 9 所 确定 ， 所 以 左边 的 VxY 由 9 唯一 确 
定 。 再 证 明 存 在 性 ， 我 们 先 用 9 在 每 一 化 标 域 U。 上 作 线 性 联络 
YV' 如 人 全.。 设 U 上 的 局 部 举 标 是 (x ，…，x")， 命 


9 9 9 
4 


则 CX, VJ=CY, ZI=[Z, XI=)0 
X(-gY, 2Z)) = ,yg(Z, X)) = 


Z(g9 (X,Y))= 
命 VxY = Va (0/9%)) = A 
J 
则 从 9(Vxy，Z) 的 表达 式 知 


5 9 dg; 
3 rho +) 


l 9 9 9 
Th= T= , Dg" (2 + gy) 
8 


其 中 《8 一 (9 

这 个 联络 在 举 标 域 U 上 是 保 长 的 ， 无 术 的 。 

现在 ， 我 们 已 经 在 每 一 坐标 域 U。 上 定义 了 联络 VV",， 相应 
的 Christoffel 系 数 是 


DO 
ri 3 (2 gn 


OQ 
gor(e/ax 门 一 2 Lois 
{ 


99gxi 
ox!’ 


U. 十 U, OX* 
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但 是 在 Un Ue=W$ 上 
"一 Vr 一 78 
所 以 我 们 在 整个 黎 曼 流 形 W 上 定义 了 一 线性 联络 又 
(VxY os = Yo Yo,) 
由 于 每 一 个 局 部 联络 了 “是 保 长 的 ， 无 找 率 的 ， 所 以 整 体 地 也 也 
是 保 长 和 无 挠 的 。 | 
定义 8 ” 黎 曼 流 形 (M，9) 上 由 度量 9 所 确定 的 唯一 的 无 
挠 率 线性 联络 称 为 黎 曼 联络 。 
在 坐标 域 U 上 ， 设 局 部 坐标 为 《x:，…，x”)。 则 协 变 微 商 
VxY 的 局 部 表达 式 如 下 ， 设 
X= BD Xr Vo= DY 
: , 


vn 
| f ] 


1» J 


36.3 协 变 微 商 


设 V 是 1 维 C" 流 形 M 上 的 无 措 率 线性 联络，X, YEC™~(M， 
TM)， 则 VY xY 称 为 向 量 场 Y 沿 方向 人 的 协 变 微 商 . 
给 出 M 上 的 光滑 曲线 a。，50，1j->M。 命 X=7。， 我 们 可 
定义 问 量 场 Y 沿 曲线 2 的 协 变 微 商 如 下 ， 
定义 9 yy. 或 
DY ， 1 pi 
(zr) (0) 一 Vrh) 一 i i oo) 一 ”eeo]。 


局 部 的 ， 在 坐标 域 U 上 ， 设 局 部 坐标 为 《%'，…，*")， 
命 
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一 rzr. 一 2 Y ) ( 辫 Ox" ) (W 
+ 2 VY'(al 1t ))Vr。 ( 言 ) 


-2 ec 人 2 -) 


十 2 Y'(alt )) < dt foo Er) 
isj 
-5 + >》 Y'(al +)) 
4 1 ,J 
. CT 和 yc t 站 高 ) 
局 部 地 我 们 定义 
Va/er'(Y )= > Y ” -ir 


则 有 局 部 协 变 微 商 公 式 
Y“ 7 3 十 2 mF Yi 


2 3 
-一 一 一 Vr Y= 2 专人， ) 


如 果 把 了 改 回 成 卫 ， 命 六 二 2 X' 一 ww， 则 有 公式 
TxY= NIVanecy = 六 了 0 和 (Ca/ax ) 
f i, 


下 面 我 们 再 考虑 协 变 向 量 场 的 协 变 微 商 , 命 oET(T 《W 7 
则 @;s 忆 TEM 是 一 协 变 向 量 ， 因 此 % 是 M 上 的 协 变 向 量 场 ， 局 部 
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地 ， 在 佣 标 域 [ 上， @= ai( % dx 


M 上 的 线性 联络 VV 确 定 了 沿 光 滑 曲 线 a 的 平移 Ps, Too， 
MM 一 7 .ooM，, 后 者 又 诱导 对 偶 线 性 同 构 。 Pens Td -rT M 
定义 


Do 1 
(地 ) i ne Oecw,) 


命 是 2 设 XET wo M. 命 蕊 是 沿 曲 线 人 的 癌 量 场 ， 从 seo = XX。 
则 有 


(各 ) GD= 革 coocoD-oo[( 
证 明 ; (可 ) (= im 于 oo(Po 知 -ooo(D 


= lim ew (PewX—X+X) om) 


Pp, t 区 一 
= lim [oo 人 (一 ee 
f——0 


1 A 
十 im 了 [On (从 ) — a (XK) 


Pi, 一 区 
由 于 dim 二 (有 XC— X)=— lim Po[ 4 


Pw,(— Ta 2 一 ( -了 
上 式 = -oo( -A ) 十 9 CO (和 7 
推论 ”如果 不 是 沿 曙 线 a 平移 生成 的 向 量 场 ， 则 有 ( -5 ) 
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‘(XX) =-7 [0 w (XX) 
部 地 ， 在 明了 上 ， 设 局 部 有 标 是 Cn， 。 sn 
9= ordw 或 o(a/az)-o 


C3) (高 )= 吾 a [oo( ax 儿 
-oo [本 (高 只 


ri (d( i | i < 总] 
1， 


加 90， day ja 
5 xz di ] | a oy |] 


Do DO da! 
Vrno= = 2) (eo 六 as ) 了 
k 


fy J 


2-， 并 命 了 wa0 = 51@i,ydx'， 则 有 局 部 协 变 向 量 的 


取 ;! ,= 
协 变 微 商 公式 ; 


特别 地 县 @ 一 dx ”， 则 
Vaori(dx*)=— Tdx! 


现在 我 们 局 部 地 把 协 变 微 商 公式 推广 到 一 般 的 张 量 场 ， 在 坐标 域 
U 上 给 出 一 个 (+ ，s) 型 张 量 场 ， 
T= DT a OD dD Bde’ 
i, J 
定义 ， 
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Vxi= 2 X(T 1 ) .@ 一 


i,j 


+ 中 Tora ct @- 


| OX’'r 
ft» J 


COd Xx!’160...6Odx’s + 
十 2》) 人 和 ~ sO .WW— 


1» J 


Ddxi10..60 dx 


OX'r 


@ (Vxdx © .… 9 


OX'r 


Vx(dx)= 2 XIVaari(dx’) = 一 Y THXidx', 
全 

于 是 得 到 ， 

命题 3 


Vxl = 人 Xx* [2 


17> 包 


Lf 
rs) + 2 Tl? ys 


1 


一 TiraT yy ne :@ -or- 


DBX " 


Ruan “COdx’s 
证 明 ， 下 所 计算 ， 
命 Vaored 一 》) Tr ; 
. 
dx”, 则 我 们 得 到 经 典 的 张 量 场 的 协 变 微 商 公式 
Ti jj 和 i js -二 OT 


上 -7 十 


OO dO%® 


和 > Dy kl 1 
J 
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第 七 章 黎 机 曲率 


$7.1 黎 曼 曲率 


对 于 KR" 中 的 光滑 函数 JEGC (R") 来 说 ， 经 典 微 积分 告诉 我 
们 ， 二 阶 偏 微 商 是 与 微分 的 次 序 无 关 的 ， 即 
训 ( 的 )- 记 (总 
对 于 微分 流 形 M 上 的 光滑 函数 了 和 拭 C (MM) 来 说 ， 类 似 的 性 质 不 
成 立 ， 代 替 上 式 的 公式 是 ， 对 于 VAX，Y EC (WM, 了 TM)， 
XI -YAND=CX, YI 
但 是 对 于 协 变 微 商 来 说 ， 一 般 地 
Vx(Vyf)— Vy(Vxf)KVix nf 
于 是 我 们 得 到 
定义 1 设 (M，9) 是 一 个 n 维 黎 曼 流 形 ， 映 射 
R: CMTM)xXC (MTM)xXC (MTM™) 
一 (CC (AM 7 MI) 
定义 为 
Re ( 达 ， Y) 4 = \x(WVyZ) — Vy(Vx2Z) — Vexye 
尺 称 为 (1，3) 型 Riemann~Christoffel 曲率 张 量 场 。 
附 记 《1 ) 映射 请 是 多 线性 的 ， 并 且 对 于 f EC™(M) 
R(IAX,Y)Z= R(X,IY)Z= R(X, Y)(1Z) 
=/fR(X,Y)Z 
(2 ) 局 部 地 ， 在 坐标 域 上 ， 设 局 部 坐标 是 (x,…,*")。 


则 有 公式 
0 DVD Y， ;} 9 


220 


其 中 


RI 一 所 六 一 T+ 2》) (了 人 人 一 三 的 
Pp 


这 式 子 可 以 通过 直接 计算 R( 如 7 ， 了 2 让 沁 r 而 得 到 ， 不 过 在 这 
一 章 之 来 我 们 将 用 外 微分 法 给 由 它 的 另 一 个 证 明 。 
定义 2 黎 遇 流 形 (M, 9) 上 的 《0，4 理 ) Riemann- 
chrisiof fel 曲率 张 量 场 是 一 映射 
R: CCM,TM) xC=0M ,THMO x C*(M, TM) 
xC(M, TM)—>C™(M) 
定义 为 
R(X,Y, Z,W)=9 (R(T,Y)Z,W) 
局 部 地 ， 在 举 标 域 U 上 ， 设 局 部 学 标 是 《1，…, xn)。 


-RB ri 订 广 对 ol 人 
定理 1 有 (7 了 2) 只 依 塘 于 YZ。 
证 明 ， 设 U 是 M 上 图 绕 P 点 的 坐标 域 ,局 部 堡 标 是 (x 
TiCM) 的 一 组 基 ， 在 UU 上， 全 
X= DX Y= DY Z= D2 


i 7 k 


则 有 


: ; 9 
RCI 中 XPYYP)Z (PR P(r), | 
推论 
(1 ) R(X, Y,， Z, WW )le 只 依赖 于 Vpy .JP LPs Wop; 
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(2 ) R(X,, V5)，7TpM 一 1 了 pM 是 线性 映射 。 

证 明 ， 分 别 把 针 p, Yep，Zr 扩 充 成 向 最 场 人 ，Y,Z。 但 是 根 
据 上 定理 ，R(XX,Y,)Zj 只 依赖 于 广 p, 了 p, Zr 与 扩充 无 关 ， 因 
此 我 们 可 以 定义 

R(Xp, Yo)Zr= R(X, Y)Z1] 

由 于 也 是 多 线性 的 ， 所 以 映射 R(XAp, 了 p)， 了 pM 一 了 pM 是 
线性 的 ， 

附 记 ”R(X,Y) 称 为 曲率 算 子 。 

定义 3 给 出 两 个 黎 曼 流 形 〈M ,9) 和 (MM,, 9g,)， 上 映射 2， 
1M 一 MM, 称 为 保 长 的 。 如 果 DB*g,=g, 即 

Dg, (X,Y)= gDrX, DT ) 二 gi(X， Y). 

定理 2 保 长 映射 PB， 以 ,->M, 保持 Riemanm 联络 不 变 。 

证 明 ， 设 祥和 -分 别 是 Riemann 流 形 (M , 91) 和 (4 g,) 
的 黎 受 联络 ， 并 设 g:= 9 ， 求 证 ， 

Di(VEY) = 3 x(DrY ) 或 g, (Dy(VEY ), DyL) = gl VY.x 
(Dx ), PaZ)， 或 

91(Vil ,LZ)=9g9. Dr (VEY) DZ) 
—ga Vox( DY), DZ) 

证 明 ，“X(f。D)=X(9"1)=B,.X(f) 

“X(g(Y,Z))=X(D"g,(Y, Z)) 
~—DA(g (DY, PD,Z)) 

gs DV ), DL)=D gs Var, 2)=g1 (VY, 2) 
= {XC(g(Y, 2))+Y (g(Z, X))—Z (g(xX, Y)) 

t+g(X, LY, 2)) tg, (Z, X))—g9(2, X,Y))) 
= (PX(g (PY, DZ)) + DY (gDZ, DuX)) 


— DZ(g,(D, LX, DY )) 十 9:( 四 ,. 飞 ， (DY, DL)) 
十 g,(D.Y， (DZ, DA)) — gs,(D,Z, (DN, wr ))) 
=—g,(V ex (DY ), DZ)) 
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推论 ” 保 长 映射 @，M ,一 AM， 保持 黎 曼 曲率。 这 就 是 要 证 明 

BD*RR, 一 ,或 
RDX, DYIDZ=D, R(X,Y )2) 

证 明 ,，@D (R(X,Y)Z}=D (VIVIZ)— BD.(VIVIZ) 

DTinp2)= TLD TZ) — Ta DIZ)) 

— Vox DL= Vx Vi DL)— Var Vanx( DL ) 

— Yionon (DZ)= RD NX, DT) DZ. | 

附 记 ”上述 推理 可 以 推广 如 下 ， 设 M, 和 1M ,是 两 个 C" 流 形 ， 
其 上 分 别 定义 了 线性 联络 也 :和 了 了， 如 果 光 滑 映射 DP, M1->M, 是 保 
持 联 络 的 , 即 对 于 YX,YEC~(M,TM) 有 BVIY)= 了 2.x(@， 
7 ), 则 PD 也 一 定 保持 这 两 联络 所 确定 的 曲率 张 量 场 . 即 0*R,= Ri， 

定理 3 ”对 于 黎 曼 流 形 M 上 的 曲率 张 量 场 和 曲率 算 子 ， 下 列 
对 称 关 系 成 立 ，YV X,Y,Z,WEC*(M, TM). 

(a) R(X,Y)Z+R(Y, X)Z= 0,， 

(b) R(X,Y)Z+R(Y, 727)X+ R(Z, XY = 10) 

(ce) 9g9(R(X, YZ,,W)T+ IC(R(X, YN, Z)= 0; 

(d) gC(R(X,Y ZWI+ I RAZ ,WIX,Y )= 0, 

证 明 ， 

(a ) 直接 得 自尽 (X,)Z 的 定义 。 

(b ) 只 须 证 明 等 式 对 MM 的 每 一 点 成立 ， 取 围绕 P 的 坐标 
域 U， 设 局 部 坐标 是 (x!,…, x")， 由 于 民 是 多 线性 的 , 我 们 只 需 


考虑 一 7， Y = Z = 的 情形 . 这 时 [X,Y)= 0， 


R(X,Y)Z=VYxVi2~— VrVxsl 
又 因为 黎 曼 联络 是 无 找 率 的 ， 所 以 
VxY—VyX=CX,Y)=)0 
R(X,Y)Z+tR(Y,Z)X+ RC(Z, XY =VYx(Yr2) 
— VVxZL)+ VY)— VV )+ Vz(Vxr) 
一 xz) 一 0 | 
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(c) 命 U=2 一 WV, 只 须 证 明 g (R(X,Y)U,U)=0。 出 
g (R(X,Y)U,U)= 9(Vx(YVrU) 


VVxU), U ) 
注意 
YCX(9CU, UI=Y C029(VxU,U)) 
=29(V.(Vx0),U) 


+29 . (VxU, VrU) 
9g (VATAN, U3YXCIU, UU) -ATUY, TU) 
9 (R(X, YU,U) 
= [SYX(o (VU, U))— 9 (VU, VOD | 


- [FXY(g(U, U ))— g (VvU, VxU) | 


=507, XI 9(U,U))=0 | 


(d) 根据 〈b )， 
9 (R(X,Y)Z,W)+ I9(R(Y, Z)X,W) 
+ 9(C(R(Z, XY W)= 0 
再 根据 《 a ) 一 (c )， 我 们 还 得 到 关系 式 ， 
g(R(X,Y)Z,W)+I(R(Y, HW)Z,X) 
+g9(R(X,W)Y,Z)=)0 
g(R(Y,Z)X,W)+I(R(Y,W)Z,X) 
+g(R(Z,W)X,Y)=0 
og(R(ZW)X,Y)+o(R(Z, XX)Y, HW) 
+ g(R(KR,W)Y,Z)=0 
把 以 上 四 个 式 子 的 前 两 式 加 起 来 减 去 后 两 式 就 得 到 (d )。 | 
推论 ， 在 坐标 域 U 中 ， 定 理 中 的 结果 可 以 用 局 部 坐标 夫 示 如 
下: 1,7,kh, l=1,2,.…,7 
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(a) RtRhRi= 04 
(Cb) Rtit Rit+ Riir= 0 
(ce) Ront hm= 0 
(d) Rirt Riis= 0 
(e) Rr Ririt Ri = 0 。 
其 中 (e) 得 自 (b) 和 (〈(* )。 
附 记 ”等 式 (a ) 一 (e ) 称 为 第 一 类 Bianchi 恒等式 。 


37.2 截面 曲 率 


定义 4 命 是 7bM 中 一 二 维 子 空间 ， 称 为 平面 截面 ， 设 
{人 bp, 了 p} 是 平面 截面 7 的 一 组 标准 正 交 基 。 截 面 曲 率 色 (rz) 定 
K(7)=— R(Xp, Yb,, Kp, 了) 
—— gr( R(Xp, Yo)Xp, Yo) 
附 记 “对 于 平面 截面 r 的 任 一 组 基 (el, e,} 命 
6 一 0 从 p 十 Ga Tp, es,=0,Xp+b,Yp 
则 
(eiX es) 一 (el'ei)(ea'es) 一 人 61'ez) 一 
人 一 |5153 | 
9( 民 (el ce， 6,)= = /Ng( R(Xp, Yo)X bp, >,) 
= {9g9(e,e)9(e,,e)— (9(e, 6.) 1 9(R 
(及 pp 了 和 pp 


~ 9(R(e,eyere) ~ 
K\m)=— goo) gee) tye oy 


局 询 地 ， 修一 2 2 “= 0 


0 O z 
注意 9( 杷 1， 如 7 ) 一 41 则 有 
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2 Rina' Bo’p 
KK(r) 一 一 Y，7，R，! 
2) (gugn— gungn)o BoP 
1,，)}»k,! 

如 果 dim 玉 二 2， 则 K(7) 就 是 点 PEM 的 Gauss 曲率 。 

定理 4 ”如果 dimM 之 3， 并 且 /xM 的 所 有 平面 截面 7 的 
截面 曲率 K(x) 已 经 知道 ， 则 MM 在 PP 点 的 歼 曼 曲率 的 值 就 唯一 
确定 了 ， 

设 R(X, 了 ,2Z,W) 和 R(X,Y,Z,WWV) 是 满足 定理 3 中 
各 关系 式 的 张 量 场 ， 如 果 已 知 RCX,，Y ,X,Y)=R(X, YY,， 
X,Y). 

求证 ， R(X,Y, ZW)=R(X,Y,Z,W) 对 VA, VY,Z, 
WETbM, 

证 明 ， 命 4= 尺 一 R 已 知 4(X, 了 ,X,Y) 二 0, 再 全 六 = 


De Bot 多 Y = Dp’ EX 9 
则 有 2》 Aimoa'p'aP'= 10 


i,1,k,! 
先 取 Q' = 6 1 B 一 5 则 有 Ai sm = 0 。 
再 取 ca 一 6 一 有 0 一 1 其 他 及 =0， 则 有 4 一 0， 
最 后 取 Co=cao=1， 其 它 w< 一 0 Pr 一 Po= 1, 其 他 
0 ， 根 据 定理 3(e )， 


0 = Ai rte Aroion tt Aioioroio tt Aroioidio 
一 24 40 + 241, lnkoio 
= —2Aix000 211070r0 + 2 neo 
。。 Mi roiose = 24i010r0io 
交换 R。 和 i， 
Ai i roso 一 2Ai roioio 
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“ Ai Orolo = 2 Ai0r0jo = 4 Ai Roloio 
由 此 推出 ioronio™= 0 
定理 证 毕 ,| 


推论 ”如果 在 一 所 已 EM， 所 有 截面 曲率 是 常数 天 ， 则 在 
Risni=— Ke(ging9n— gigis) 

证 明 ， 锋 式 的 右边 满足 定理 3 的 关系 式 《6 ) 一 一 (d ), 并且 
用 它 来 计算 任何 截面 的 截面 曲率 是 常数 人 根据 定理 4 所 证 明 
的 唯一 性 ， 曲 率 张 量 场 就 是 右边 的 式 子 。| 

定义 5 ”如果 对 于 笋 曼 流 形 M 的 每 一 把， 并 且 对 于 /的 
任何 一 个 平面 截面 rz， 截面 曲率 是 同一 常数 ， 即 开 P(z) 一 天， 对 
于 VEM，rcyr， 则 M 称 为 常 曲率 歼 曼 流 形 ， 或 简称 常 曲 
率 流 形 。 

关于 党 曲率 流 形 ， 我 们 将 在 第 八 章 中 详细 讨论 

定义 6 设 记 | …… ， 上 »: 少 是 LrM 中 一 组 标准 正 交 基 ， 则 


SpA p, Yp)= 》, R(E,, Xp, Yb, E,) 


= 2 人 (ROE,, Xp)Y,, E,) 


与 标准 正 交 基 {,;) 的 选择 无 关 ， 于 是 定义 了 M 上 的 一 个 二 阶 协 
变 对 称 张 量 场 ， 称 为 MM 的 Ricci 曲率 。 
局 部 地 ， 在 坐标 域 U 上 ， 设 局 部 坐标 是 《x!,……… ,X ), 命 
8 0 0 
B= Do Be Mr xt» rr 
注意 
0ij 二 9g (Ei, bE;)= 》 Gia7g (去 3 ) 
j ， 十 


_、 
= >》 afa7gm 


i, ni 
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0.0.0 一 三 = 一 人 II 一 aa 或 g" 二 Dv afar 


、 - 0 | 0 
Sp Xp, YY,) 一 >》 a forR (Br Do Bx* 9 De 过 
Ss, 1, 


人 2 g" himikg = pe g “wil 


[, i 


Rn 一 Si 2 六 六 2 9 ™ hin 


根据 定理 3， 容易 证 明 , Ricci 册 素 是 对 和 的 , 即 Ris = Rn 
下 面 指 出 ，Riccei 曲率 与 标准 正 交 基 { 玉 ,，…， 忆 ,的 选择 无 
关 ， 设 4，……… ，; 上。 是 另 一 组 标准 正 交 基 ， 命 


Fe 》 aj a =(a}) 是 正 交 和 矩阵 


六 RCFi, Xp Yr Fi)= DD) afofR(E,, Xp, Yb, Ei) 
f 7 ，) ， 中 
= daR(E, Xe, Ys, Ei) = RB, Xr Y, Ey) 
jk 

定义 7 黎 曼 流 形 (M, 9) 称 为 Einstein 流 形 ， 如 果 存 在 

常数 e EE RR， 使 得 
S(X,Y)=eg( X,Y). 

显然 常 曲 率 流 形 是 Einstein 流 形 的 特例 。 

定义 黎 曼 流 形 〈M, 9 ) 在 已 点 的 数 曲 率 是 


r(P)= 2 SE 开门 一 », R(E,, E, E,, Ei), 
1 1 » J 


其 中 《EE,， 和 多 ,是 TpM 中 一 组 标准 正 交 基 ， 与 Ricei 出 浴 相 
同 ， 这 个 定义 与 标准 正 交 基 {Ei 的 选择 无 天。 
书 部 地 ， 在 坐标 域 U 上 ， 


228 


r (P)= 2 9 9 Run 


1»,1,kR, 


》7.3 BE.Cartan 的 结构 方程 
设 (M, 9 ) 是 一 个 站 维 黎明 流 形 ，U7 是 M 的 一 个 坐标 域 , 局 


部 举 标 是 (x1，……， x)，| 7，……， -71 是 U 上 的 局 部 标 架 
场 ， 命 {4 ,…… ;0"} 是 U 上 的 对 偶 标 架 场 ， 即 


9 (er )- 一 7， (ff，7 一 1， 2 ,1 ) 


定理 5 存在 U 上 唯一 一 组 nw? 个 C” 形 式 0;(j 了 ,hk=1,2 
六 页 的 后 和 »。 1 )， 它们 满足 条 件 ， 


(a) db = 1 0! 人 93, i 一 1 ，…，…. ， 


J 
(b) d gi = 2 (Gigre1 + Ogri), i ，7 一 1 …… .nn 
这 组 U 上 的 1 形式 {9 确 定 了 村上 的 家 联 络 ， 称 为 黎 渗 
流 形 AM 的 联络 形式 。 
证 明 ， 设 09 二 》\ a x )0' 


ONG )- 避 olx)9 AV( 才 ， 训 ) 
J 1， |! 
a’(xX)—a,i(x) 
因此 ， 要 使 《a ) 成 立 ， 只 须 
a’:( x )=a,i( x) 
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根据 系数 or 的 对 称 性 ， 条 件 〔(b ) 等 价 于 
i Ors Or Or 
2 Uirdr 一 站 -十 Ox” 一 


因此 要 使 《95 ) 成 立 只 须 

ars = 
这 一 方面 说 明 ， 1 -形式 组 人 0 人 完全 由 黎 曼 流 形 17 的 黎 曼 度 量 唯 
一 确定 ， 另 一 方面 ， 又 说 明 黎 曼联 络 的 Christoffel 系数 一 正 
好 是 联络 形式 从 的 系数 ， 两 者 互相 确定 ， 有 了 联络 形式 , 我 们 可 
以 定义 联络 V 如 下 ， 


0 D ， 人 
-0( DX ) Va/ax 全 )= >》 I ,s Bx 


条 件 (a ) 和 〔b) 等 于 说 ， 这 样 定义 的 线性 联络 了 了 是 无 挠 率 
7 -一 - 9 7 Ir ro 
的 (Tv 一 TD 和 保 长 的 ( 了。 > 9 (+ 9 ) 
因此 六 是 黎 曼 联络 。| 
如 果 1-5T，……, -71 是 局 部 标准 正 交 标 架 场 , 即 


.0 9 
0 (wr 语 )= 


再 命 对 偶 标 架 场 是 {2 ，……,0") ,ol 57 ) 一 总 ， 则 有 


推论 . 存在 UU 上 个 C 1 一 形式 人 外 ,人 ) ， 二 1 》 六 ) 
它们 满足 条 件 ， 
C2) do'= Do No (i= 1 4) 
1 
(b)’ Itoi= 0,(7,hk=1, “i ,1 ) 


这 些 1 -形式 由 黎 曼 联络 所 确定 〈o4= 2 Fi 和 go )， 并 且 反 过 来 ， 
它们 又 确定 黎 受 联络 ，( T=o 和 地 7 )). 


ox 
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下 面 我 们 再 定义 U 上 个 C2- 形 式 {Q (i j=l 
7 ); 


人 ;一 入 Ring 和信 0’ = 三 ; > RIO AO 
则 有 


De 2 2 Ki aT 


0 9 
= R( 3 OXx*’” Bx! ) 说 
上 式 还 可 以 线性 地 扩充 成 ， : 
R(X,Y) r= DAKX,Y) 7 YX, YET(T(M)) 
/ 


由 于 R( 针 ,了 )Zlr 仅 依赖 于 Xi, Yp, ZpETpM, 所 以 Q(X 了 ) 
仅 依赖 于 六; 和 站 ,。， 并 且 我 们 还 有 关系 式 
Q(X,Y)=—0Q1(Y, X) 
定理 6 LU 上 的 2- 形 式 组 {@2 录 由 下 列 方程 组 定义 


(2! 一 d07 一 0 人 gb ( ; ， 7 一 了，…， 名 ) 
R 
这 些 形式 称 为 U 上 的 曲率 形式 ， 它 们 依赖 于 MM 的 黎 曼 度量 9 和 特 


跌 的 标 架 场 1-327，……， -2 |。 
证 明 ， 伍 子 ， YET ( T(M)), 


2 OX,Y) 3 = ROX, 了) 


1 
~VV) VV) -Vr 
7 QI Y ) 7)- “(5 OCX) 总 ) 
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—》 OCX, 了) 


J 


1 


= SCXOCY)—YONX) -0 CN, YI)) 一 


] 


+ DY YION KX) 一 Dl OXNNY) or 


}，,1,k 7 ， 玉 
= 2 [dot X,Y )— DotyokY) 
—0Y )OX)) |» 


Bx! 


一 De 2 A x Y ) -7 | 


推论 1 命 和 rT，……, -=| 是 U 上 标准 正 交 标 架 场 , fo 
……，@") 是 对 偶 标 架 场 ， 则 存 在 民 个 1 -形式 (2 从 和 2 -形式 
(0) (i j= 1，……,n ) 满足 下 列 方程 组 ， 
do 一 》 oO 人 of 


Qi=doi— DofNoh 9 十 全 一 
这 方程 组 称 为 黎 曼 流 形 有 的 结构 方程 ， 
推论 2 设 的 = 2 和 0 ， 则 FI 
并 且 
OX OX! 


上 
Rw = VTAT TAT) 
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证 明 ，Q = 一 ab 一 2》) 0; 人 0;= Cdn4AbTTab0 
5 I 


— )), THT0A9 
Rh,i,s 
注意 4d0'= D290} = 9》) Ti 和 Ab 一 0 
i i, J 
f 
3 D2] Ring*A0'= 3 -3 Ae 
k, | kR, | 
-7 DD (TTA-THTi)0 AG 
R,l,Ss 
比较 上 式 两 边 的 0 Ab(R< 1 ) 的 系数 ， 就 得 到 所 求 的 式 子 | 
定理 7 设 M 是 一 个 连通 黎 曼 流 形 ， 对 于 M 的 每 一 点 PP 的 所 
有 平面 截面 ， 截 面 曲 率 是 常数 ， 如 果 dimM> 3， 则 MM 是 常 曲率 
流 形 ， 
证 明 ， 设 K(P) 是 每 一 点 PEM 的 公共 截面 曲率 ， 求证 
_。 _ 9 9 ) 
dK = 0， 为 此 ， 取 标准 正 交 标 架 场 1 327，……, 2 |， 我 们 有 
Ri = K(6m6™ OniGsr ) 
人 一 人 = KRo' NA! 


dw = 2 of 和 ai 十 人 一 A Nw! 


把 结 4 构 方程 代入 上 式 简化 后 得 
dK Aw'Aw'= 0 
但 是 dK =Kw!t,……. 十 上 ,0"， 则 


DKio' Nv' Nw = 0 —>K= 
| 
即 dK = 0 ， 所 以 六 在 某 坐 标 邻 域 上 是 常数 。 


对 于 fl 依 二 中 的 情 形 ， HU nr 一 长 所 以 到 在 整个 流 
形 必 上 是 常数 。| 
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第 八 章 ” 测 地 线 和 法 坐标 


38.1 测 地 线 


设 (M, 9) 是 维 艇 上 流 形 ，PEM,，U 是 围绕 P 的 学 标 
域 ， 局 部 坐标 是 (x ， 流 人 的 直 的 ， %" )， a: [La, b ]——>M, t CQ t ) 
J 曲线，a( 0 )=P,( 设 0Erca,5b)), 
{= -一 二 是 a 的 切 疝 量 ， (0)= XiETM, 再 命 
X= 9 (天 ,, 芳 ; 9 并 目 a'=X'oa 
在 第 五 章 中 ， 对 于 线性 联络 V， 我 们 已 定义 了 M 上 的 测 地 


线 ， 这 一 节 的 结果 完全 适用 于 黎 曼 流 形 上 的 黎 曙 联络。 
2 是 1 上 的 测 地 线 ， 如 果 


Vr(T)= 如 ( 军 )- 0 
用 局部 坐标 来 究 示 ， 测 地 线 方程 是 


d d 
(1) 5 十 和 Tt < a , $ = 1,， 2 ， “i 


根据 委 盾 分 方程 的 解 的 看 在 唯一 定 理 ， 我 们 知道 
引 理 1 给 定 任何 QEU， 我 们 可 以 找到 QB 在 U 中 一 邻 域 放 
和 正 实 数 ? 和 6 使 得 对 于 YPEV 和 六 ;ETpM，|XH| 过 Y， 测 地 
线 方程 (1 ) 在 U 上 存在 唯一 解 (a ),…… , 0"( 1)), 1 1 1<6, 
并 满足 
at 0)=P, 0 ( 0 )= Xp 
推论 设 PEM， 给 出 了 ;EE7T,;M， 则 存在 正 实 数 44 和 6 和 


M 上 一 条 测 地 线 a( 1 ),; 1 1<6, 使 得 eC 0 )= 了， 32 (0) 一 17 


434 


证 明 ， 取 4 使 得 ||4Y oll 过 上 述 引 理 中 的 ?| 

现在 的 问题 是 测 地 线 a( 1 ) 能 否 无 限 延 伸 ， 也 就 是 说 , 定义 
域 Ca ,4 ] 能 和 否 扩 充 成 整个 实数 轴 【〈 一 se, 十 )。 这 一 般 来 说 是 
不 可 能 的 ， 设 M=A 一 (人 0)》， 则 从 中 点 出 发 的 射线 不 能 反方 向 扩 
充 ， 不 过 下 面 我 们 将 证 明 a(f ) 可 扩充 到 区 间 j 1 | 之 2 上， 

定理 1 设 QEE 华 标 域 U, 则 存在 点 QQ 在 过 中 人 缉 域 六 和正 数 。 
使 得 ， 对 于 Y PE ,XX; 忆 ToeM AH<s， 存 在 避 中 崔 一 测 地 线 


a( 1)，111<2， 使 得 a( 0)= 已 ,52 (0)= 和 5 

证 明 ， 根 据 引 理 1 ， 存 在 正 数 》 和 5 使 得 |Xr<y 时 存在 U 
中 唯一 测 地 线 a( 1 )，| 1 1<6， 使 得 c( 0 )= P, -2 (0) 一 和 
改变 a 的 参数 ， 命 ! 二 cf ，c 是 非 0 常数 ， 则 a + )=aCef )= 
(1 ) 也 是 一 条 测 地 线 ， 并 且 a( 0)=a( 0)=P，-7( 0 )= 
c -2( 0 )=cXo 如 果 6 之 2， 则 定理 已 经 成 立 。 设 < 2 , 命 e 一 
< 根据 上 
sp 存在 测 地 线 a( { )， 其 中 11 <8， 并 使 得 c( 0)=P， 

六 (0)= 卫 XX。 改变 a( 4 ) 的 参数 ，5(f )=a (名 ) 仍 是 一 条 


Sy, 如 果 PEV， XbET,M，1 Xl < 之 e， 则 x， 


测 地 线 ,满足 30) 二 PP， 中 (0)=0 58 (0) 一 Xs， 并 且 


2 
g(t ) 对 于 | 1 | 二 8 有 定义 ， 即 对 于 |t | 之 2 有 定义 。|| 


3 8.2 指数 映 秽 和 法 坐标 
设 TM 是 黎 曼 流 形 内 的 切 从 ，r 7 M 一 内 是 从 的 投影 ， 
W 是 切 从 的 零 和 截面， 即 上 映射 S: PEMmrObETrpM， 这 是 映 MM 
到 M。 上 的 微分 同 是 使 得 。s= 便 同 映 射 。 设 QEM,，U 是 图 绕 
Q 的 坐标 域 ， 局 部 坐标 是 〈: ，……,x”)， 根 据 定 理 1， 存 在 U 


235 


中 心 的 邻 域 矿 和 正 数 。， 使 得 对 于 7M 的 开 子 集 DD= {XPE 
三 ，j 和 <s， 测 地 线 a( 1 ) 在 | | 过 2 时 有 定义 ， 并 使 得 


a( 0)= P,P (0)=X, 


在 TM 的 开 子 集 九 上， 我 们 可 以 定义 指 歼 映射 忆 xp 如 下 ， 

定义 ] ExpG<nm= 一 al1)， 即 入 "在 指数 映射 下 的 象 是 由 
rp 所 确定 的 唯一 测 地 线 a 上 的 点 a( 1 )。 

附 记 (17》 对 于 每 一 点 包扎 米 ， 存 在 一 邻 域 广 ， 使 得 Exp 
在 开 子 集 D= (Xp PEV， Xpl<e}Ca (VV) 上 有 定义 , Exp 


的 定义 域 吕 可 以 看 度 We 在 TH 中 的 开锅 
(2 ) 由 于 | 雪上 -|| 每 C= x 
所 以 沿 测 地 线 a( ) 的 从 a( 0 ) 到 a( 1) 的 长 度 是 


1 

r=|, || dt | 

因此 ，Exp 六 :是 六 ; 所 确定 的 了 唯一 测 地 线 上 的 点 ， 它 到 书 点 的 测 
地 狐 长 正好 等 于 六; 的 长 度 。 

引 理 2 设 QEM，XoE7oM， 使 得 ExpXo 有 定义 , 即 和 4o 

ED， 则 ExptXo 在 111 之 1 有 定义 ， 并 且 a(f)= Expi%o 是 M 

da 
a( 0 )= ©, 人 0 )=AXo 
证 明 ， 设 a(t) 是 由 Xo 所 确定 的 唯一 测 地 线 ， 使 得 a( 0 ) 


=Q，-9p-( 0 ) 一 Xo， 给 定常 数 c。，ic1< 1, 命 i( + )=a(ot)， 


dt = | © Xnldt= lx 


这 也 是 一 条 测 地 线 ， 使 得 a 0 ) 一 Q， 9 0 ) 一 C 飞 0， 则 上 Xp 


(cAo) 二 0( 1) 二 Q(c )， 把 c 换 成 1 ， 引 理 证 毕 。| 
定 巡 2 (法 坐标 域 的 存在 定理 ) 对 于 黎 名 流 形 杂 的 每 一 把 Q， 
仔 在 一 邻 域 NW， 玉 xpoe 使 得 六 做 分 同 胚 于 切 空 间 1oM 中 零 问 量 
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Oo 的 邻 域 站 。 
证 明 ， 没 U0U 是 围绕 QEM 的 坐标 域 ， 局 部 坐标 是 (xXx!,…… ， 
% )， 根 据 定理 1 ， 存 在 U 中 点 乌 的 邻 域 刻 和正 数 :使 得 WPETV 
和 |[ 广 :之 2 时 ，ExpAn 有 定义 。 我 们 把 点 已 和 ArETeM 所 唯 
一 确定 的 测 地 线 局 部 地 表示 成 
tyr(fi(t, 0 686), f(t,a,6b)) 
其 中 / 


这 意味 着 

P(ExpXe)=(f 1, 9,6),., (1,4,b)) 
根据 引 理 2 ， 对 于 | 1 | 之 1， 

PExptXr)=(fi( 1, o ,tb), ee, f°"( 1, a ,tb)) 

f(t,0,6)=f(1,4,t0), ItI<1, 

i = 1 

首先 ， 由 于 函数 了 在 DD 上 是 C 的， 所 以 对 于 {人 Xp; PEV,|Xsl| 
ey， 有 映射 p> ExpX; 是 LC” 的 。 其 次 , 我们 计算 Expo 在 1oM 
的 零 向 量 0o 处 的 Jacobian。 由 于 Q 因 年， 及 以 @，…… ,0 是 党 


数 ， 我 们 计算 21-( 1 ,a ……… "0 ，……，0 ) 如 下 ， 


of m= | 1 1 和 
spi 1，9， 0 ) im 天 Cj 1，9， 0 ，…… 
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这 是 从 QQ 点 (学 标 是 《a ……y 0")) 出 发 切 于 ( 5 ,Cb 


8 一 (0 了，……， 0 )) 的 测 地 线 在 Q 点 (1 二 0) 的 
切 向 量 ， 即 ( 吉 广 ), 的 第 个 分 量 . 
所 以 


2 (1,04,0)=6’ 


这 说 明 ， 当 点 Q@ 轩 定时， 存在 正 数 2 <e, 使 得 映射 和 o> 
ExpXo， 局 部 地 ， 即 在 开 集 N= {Xo jlXoll<e}y 上 是 微分 同 
有 耳 。 | 

M 的 黎 曼 度量 9g 在 ToM 中 定义 了 内 积 , 因此 我 们 可 以 在 1 ojM 


中 选 标准 正 交 基 《ebp ……e}， 则 Xeo= 2 Yer 并 且 | Xe 由 一 


2 (y)*， 于 是 映射 


微分 同 胚 地 把 Oo 的 邻 域 NV 映 到 + 维 实 球 po 0 )CL 上 ， 

定义 2 ”对 于 以 上 定义 的 围绕 QGEM 的 局 部 坐标 系 《 司 , 少 ) 
称 为 M 上 围绕 的 局 部 法 坐标 系 。 

附 记 ”法 坐标 系 对 于 研究 微分 流 形 上 的 几何 的 优越 性 表 
现在 ， 

(1) gi( 0 )=6 

(2 ) M 上 通过 Q 的 测 地 线 方 程 是 y=af (i=1，2,… 
1), a' 是 常数 ， 

(3 ) 黎 曼联 络 的 Christoffel 系数 在 Q 点 的 值 为 0， 即 

TC0)=0,.7,7,k=1, 1 

证 明 ，( 1 ) 在 映射 的 定义 中 ，{ey，…… ，; En} 是 7 了 oM 的 标 
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准 正 交 基 ， 所 以 
gii= 9 (ei, @;) = 6;; 
(2) 得 自 引 理 2， 
(3 ) 把 测 地 线 方 程 < 一 af 代入 测 地 线 方程 


d?*a’ da’ da” 
+ Ta qa- 
j。 入 
得 到 
2 Ti( 0 J)ao= 0 
jj， 
因为 了 六 一 下 kf Ti=0, (i, 1,k=1, ~ ,名 ) 
定理 3 设 QEM，U 是 图 绕 Q 的 坐标 域 ， 局 部 学 标 是 (x， 
sa ,xX”)， 则 存在 UU 中 @ 的 邻 域 B 和 正 数 使 得 对 于 BB 中 任 两 把 


P 积 Pr ， 可 以 用 长 度 小 于 :的 唯一 测 地 线 相连 ， 这 测 地 线 方 程 
是 ExptXrs，0 夺 1 二 1， 它 整个 属于 U， 因 此 对 于 每 一 点 PE 
B，Exp?r 微分 同上 胚 地 把 开 集 {pe，| 蒜 路 之 e} 映 成 开 集 信使 得 
BCNICU。 


证 明 ， 全 X= D6 (2 ) ， 对 于 PEV, ||Xdl<e， 


P(ExpXs)=(f (1, Xl MX Dl, eee , b"), ， 
f° 1 ,Xl, , X" bl, , b”)) z 

其 中 f(t, x，b ) 是 所 有 变量 的 C” 函数。 考虑 映射 
F: {9(P), Xr) PEV, Xl<e CR’ XR’ 


pIU)XPUICK XR" 
定义 为 
F(xl, .ee ,Xs Ol, ee ,bY) = (xX!, ee ,xX", fi( 1, x, 


b ), 四 (1 YXY，D)) 
这 个 映射 对 应 于 定义 域 属 于 切 从 7M 的 映射 Xb,>(P, ExpXs)。 
我 们 从 定理 2 的 证 明 中 已 经 知道 ， 当 =0 =……=0"= 0 时 ， 
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of! 、- 
0 


所 以 上 映射 政 的 Jacobian 在 任 一 点 (xp 0 0 
FR"x (0) 是 非 异 的 ， 其 中 (x ，…… ,Xx") 二 P(P)，YVPEV。 因 
此 根据 隐 函 数 定理 ， 对 于 一 对 〈P,Or)， 存 在 7M 中 一 邻 域 微 
分 同 胚 地 上 映 到 Ux UCM Xx 朵 的 开 子 集 上 ， 把 入 和 2 缩小 一 些 
《缩小 后 仍 用 符号 六 和 s) 我 们 得 到 《Q, Oo) 的 邻 域 N(V ,8)= 
{(P, 广 ;)， PEV,jXsl|< 之 2} ， 它 微分 同 胚 地 映 到 一 开 集 WCU 
x UU 上 。 由 于 WY 一 定 包含 对 角 元 素 集 {(P, PP)，PEV}, 所 以 总 
存在 矿 中 点 的 邻 域 刀 使 得 已 x BCW 且 BxB 是 N(V,E) 的 某 
开 子 集 Ne={((P,Ap)， PEB，RExp 广 :EE BB} 的 微分 同 胚 象 , 则 
Q 的 邻 域 BCVCU 即 为 所 求 。 注 意 和 NsCN(V,e)， 所 以 BC 
Np， 定理 证 毕 。| 

附 记 ”注意 在 上 述 邻 域 入 ;的 选择 中 并 不 能 推出 以 下 结果 ， 

如 果 ( 吕 ,Xp)ENs， 则 有 (P,1AF)ENs,，0< 二 1 二 1, 因 
此 对 于 P,P' EB， 连 结 忆 和 PP 的 测 地 线 不 一 定 属于 BB， 如 果 上 用 
另外 的 技巧 去 选择 B 使 得 PP 和 P’ EB 时 ， 连 结 它 们 的 测 地 线 也 
属于 号， 这 种 邻 域 称 为 测 地 凸 的 。 

引 理 3 命 PEB， 设 Exp, 微分 同 有 耳 地 英 LAf 中 的 开 e- 
实 球 到 六 "站 有 上 ， 则 过 书 的 测 地 线 正 交 于 测 地 球面,= {Exp， 
上 兴 PEAN | 一 7 <e}. 

证 明 ， 命 X(t), 4 二 1 过 5b， 是 7 了 pM 中 一 条 光滑 曲线 ,站 多 
开放 = 1， 人 和 任何 一 条 从 号 出 发 的 测 地 线 可 以 写成 7 FExp.r 估 ， 
0 之 re, = 1， 并且, 的 任 一 条 曲线 可 以 表示 成 tr 
ExprrX(t)， 上 映射 (r,t1)Palr, 1)=Exp,rX(t) 光滑 地 


把 矩形 C0,e] x fa, 5) 映 到 M 中 ,下 面 要 证 明 "( 经， 部 -)= 


or o! 
0 ， 其 中 -到 -是 从 已 出 发 的 测 地 线 的 切 向 量 场 ，- 全 -是 测 地 球面 
s; 上 曲线 的 切 四 量 场 ， 
e40 


Dy ac -fo 0 
or or ” of /| or \ or at 


月 oa 
+g( ”Or ( 当 )) 


当 t 不 动 时 ，a(r， 人 它 的 切 癌 量 场 


-5 沿 曲 线 是 平行 的 ， 所 以 -七 2 )= 0 ， 再 设 r 不 动 ， 由 于 
D/ ac ， 品 oa 门 on oN 
2( 7 )- 0， | -2 g( 区 ) = 。， 
所 以 | 区 |=|| 名 || =IX(C N= 1 


DC D/ a 加 oo0 也 1 aa 
o( 2 交 ， ( ot ))=s( aor ' ot ( 痉 )) 


1 (部 如 = 主 喜 oa | | 
2 dt or ， Or 2 ot or | | | 
1 力 
» lx =0 
DC . a oa ou 
s( "a -sl rf ), 


因为 a(0, 1)=P， | 一 0， 因此 


aa aa 
se dr ” ot )= 0 1 

51 理 4 考 虚 和 Nb-{P} 中 一 条 逐 段 光滑 曲线 a(1)，a 志 + 
< 之 bb， 通 过 指数 映射 它 可 以 唯一 地 表示 成 a(f)=Expzr(t+) 
X(t), |XC(ft)=1,， 则 

和 -ilarzlr 6)- re) 
其 中 等 号 成 立 当 和 且 仅 当 r( 1 ) 单调 ， X(t) 是 常 矢量， 

证 明 ， 设 U 是 围绕 P 的 坐标 域 ,考虑 跨 射 C0,E]x[La, b> 
Ur, t)>al(r, tt)=RExprX(+t). 命 a tf)=a(r(t),t) 
是 连结 分 别 以 r= 二 ra)) 和 ?7 = r+(b) 为 半径 的 测 地 球面 的 向 
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线 ， 则 有 


= (1)+ 
根据 引 理 3，| | 名 -| =XC = 1，9 (站,， -名 )=0， 
我 们 有 
可 =rGo 
| 写 -||w>| Clat | {or ya | 
=|r(b)—r(o)l 
其 中 
| .| 到 当 且 仅 当 | | -经 -|| =。 


WX( 1 是 党 舌 明 # 有 {Ca [or ca Bp 
r (+t ) 是 单调 的 。| 

定理 4 对 于 黎 曼 流 形 MM 上 每 一 点 QQ@， 存 在 一 邻 域 B 和 正 数 
e 使 得 如 中 每 一 对 点 可 以 用 长 度 为 L <e 的 唯一 测 地 线 相连 结 ， 并 
且 连 结 这 两 点 的 任何 光滑 曲线 的 长 度 人 上/ 守 L， 此 外， 上 = 工 当 
且 仅 当 它 们 以 绝 长 作 参 数 时 是 重合 的 ， 

广 朋 ， 根 癸 定 理 3。 给 出 QEM， 存 在 邻 域 B 和 & 0 使 得 
8B 中 每 一 对 点 了 和 P' 可 以 用 长 度 L <e 的 唯一 测 地 线 相 连结 ， 事 
实 上 ， 这 条 测 地 线 的 方程 就 是 

a( 1 )=Exp,tXr, 0 11, lIXsll=L, BCU 并 且 a(t) 
CU。 Exp 把 iM 上 的 开 实 球 4Xp， XH 过 2} 微分 同 胚 地 映 成 
U 中 包含 了 B 的 开 集 入 ;:。 我 们 把 入 ;的 边 像 ， 即 Xp X=2)} 的 
像 记 成 2.， 这 是 U 中 的 测 地 球面 。 

设 a(t )，0 达 1 二 1 是 逐 段 光滑 曲线 ,连结 点 P=&( 0 ) 和 
P =a(1)=ExprXiEN。0<r<e Xi 一 1。 命 s 满 足 
0<s < 并 考虑 & 中 介 于 以 为 中 心 , rr 和 5 为 半径 的 测 地 球面 
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之 间 的 弧 。 根 据 引 理 4 , 这 段 缴 长 守 lr 一 6l; 其 中 等 号 成 立 当 且 仅 
当 这 一 段 缴 重 合 于 从 局 出 发 的 测 地 线 上 介 于 两 测 地 球面 之 间 的 部 
分 ， 这 段 缴 的 长 度 是 | 7 一 |。 命 6 一 0， 则 定理 就 证 明了 。 | 

这 定理 说 明了 ， 对 于 任 一 点 QEM， 存 在 正 数 & 和 球 邻 域 刀 
一 {PEM，d(P,Q)<e/2}, 使 得 对 于 BB 中 任意 两 点 PP 和 P', 存 
在 唯一 测 地 线 ， 它 的 长 度 是 dC(P，P’). 

推论 设 P，Q 是 M 上 两 点 ， 如 果 一 条 连结 它们 的 逐 段 光滑 
的 曲线 的 长 度 是 d (P，Q@)， 则 它 一 定 是 一 条 由 弧 长 所 参数 化 的 
测 地 线 ， 

证 明 ， 因 为 这 条 曲线 局 部 地 是 测 地 线 ， 因 此 整体 上 也 是 测 
地 线 。 

定义 3 ”1M 上 一 条 测 地 线段 ， 如 果 它 的 长 度 正 好 等 于 它 的 两 
端 之 间 的 距离 ， 则 称 为 最 短 测 地 线 ， 

实例 设 M=S:， 连 结 球面 S: 上任 两 点 的 大 圆 劣 弧 是 最 得 
测 地 线 ， 大 园 优 弧 也 是 3S: 上 的 测 地 线 ， 但 不 是 最 短 的 。 


$38.3 Hopf-Rinow 定理 


在 这 一 节 中 我 们 将 研究 黎 曼 流 形 M 上 的 测 地 线 能 否 无 限 延 伸 
的 问题 ， 闭 测 地 线 就 是 可 以 无 限 延伸 的 测 地 线 的 例子 。 如 打从 一 
点 PEM 出 发 的 每 一 条 测 地 线 都 可 以 无 限 延 伸 , 则 指数 映射 Expe 
的 定义 域 就 是 整个 切 空 间 TpM. 

引 理 5 设 Po，P,，…，P。 是 M 上 的 点 ， 使 得 

(*) d (P,P) +ad(lP, Pi)+ :+ d (Ps.,, P,) 
= d (Po, P,) 

如 果 MM 上 一 条 逐 段 光滑 的 曲线 包含 点 Pi Pirs ;人 fin 
并 且 它 的 长 度 正好 等 于 d (Pi, Pn)++ qd (Pms Lo 十 十 d 
(Pi,-:，Pi,,)， 则 它 一 定 是 从 Pi 到 Pi,, 的 测 地 线段 ， 反 之 ， 如 
果 P,，…，P, 顺序 地 在 一 条 测 地 线 上 ， 则 《〔*) 一 定 成 立 ， 

证 明 ， 只 须 考 虑 7 = 2 的 情形 ， 设 连 绍 人 i， Pi,i 和 Fiwz 的 
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曲线 C 的 长 度 L=d (P，PD)+TadCPo Er) 根据 三 角形 不 
等 式 虐 安 d (P，Pi)， 如 果 等 号 成 立 ， 则 根据 定理 4 的 推论 , C 
是 从 Pi 到 Pi,, 的 最 短 测 地 线 ， 等 号 一 定 成 立 ， 不 然 的 话 
d (Pis Pini) + qd (Piws Piws)> d (Pi Pisa) 
代入 《*) 式 
d (CP,, Pi)+ + d (Pi, Piss)t+ "+ d (Ps-s, Pa) 
<d(P,, P,) 
与 三 角形 不 等 式 矛 盾 ，7~ > 2 的 情形 用 归纳 法 。 

引 理 的 后 半 部 分 得 自 下 列 事实 ， 最 短 测 地 线 的 子 线段 也 是 最 
短 的 ， 因 此 ，d (P;, PN) 是 从 己 到 开 的 测 地 弧 长 ，| 

引 理 6 ”如果 黎 曼 流 形 轩 有 这 样 的 性 质 ， 它 从 把 了 所 村 出 发 
的 每 一 条 测 地 线 都 是 可 以 无 限 延 伸 的 ， 则 M 上 的 任 一 点 Q， 都 可 
以 与 P 用 一 条 最 短 测 地 线 相连 结 ， 长 度 当 然 是 d (P,Q). 

证 明 ， 设 4 =d(P,Q)， 从 PP 点 出 发 的 每 一 条 测 地 线 可 以 
写成 a( 3 )=Exp,sAp, 其 中 让 ;ELTpM，s 是 的 从 P =a(0) 
描 起 的 弧 长 ， 把 立 ; 伸缩 一 下 , 使 |X b= 1, 则 a(4)=Exp,a 人 Xe 
一 Q，shExpsxr 0 委 3 委 4， 是 最 得 测 地 线 。 

根据 定理 3 ， 存 在 正 数 6 使 得 S$S,= {P’' EM|d (P,P )=0 
是 围绕 记 的 某 法 坐标 域 中 的 测 地 球面 ， 把 6 选 得 小 一 些 ， 使 得 从 
P 出 发 到 球面 S; 的 每 一 条 测 地 线 最 短 ， 因 为 3, 紧 ， 所 以 总 存在 
PS, 满足 

d(P,, Q)= Infd (P’,Q) 
PP’ EDs 
命 ,是 PP 点 的 单位 切 向 量 ， 使 得 Po 二 Expp6 广 。， 我 们 应 有 
d(P, Po) + dad(Po, QW)=ad(P, QW) 

不 然 的 话 ,将 存在 一 条 长 度 小 于 d (P, 2) 十 a(P, Q)=6+d(P,， 
Q) 的 连结 呈 和 局 的 逐 眉 光滑 曲线 C, 设 C 交 5; 于 一 点 让 ，C 上 
从 吕 到 PP’ 的 弧 长 之 6， 因 此 d (P ，Q)<dGoUd)， 与 六 的 选择 
方法 丈 慎 。 
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设 > EE[0, a) 使 得 测 地 线段 5 ~>Exprs< 0 委 委 5 是 最 

短 的 ， 并 且 还 有 
d(P, Expps Xo) +d(Expys’ Xo, Q)=A(P, QW) 
C 0, aD 中 满足 这 个 条 件 的 点 s 构成 一 闭 集 [ 0 , 5), 如 果 b 二 a， 
命 P 王 ExpzgbXA bp。， 则 应 有 
d (P,P) +d(P,, Q)=d(P, OQ) 
命 5, 是 围绕 已 的 法 坐标 域 中 的 小 测 地 球面 ， 在 3 上 选 一 点 了， 
使 得 
d(P,, Q)= Infd (P*, Q) 
Piéon 


则 与 上 面 的 证 明 一 样 ，d (Pi, P,) 十 dCP,, Q)= 二 d(P, CC)， 因 此 
d(P, P,) +d(P,, P,)+d(P,, Q)=d(P, Q) 

根据 引 理 5 ， 测 地 线 a(s)=ExprsX， 0<s <b， 再 加 上 S， 
中 从 PP 到 P, 的 测 地 射线 ， 就 得 到 从 吕 到 P, 的 最 短 测 地 线 ， 它 的 长 
度 d (P,P,)>>d(P, PP,)= b， 这 与 b 的 定义 了 矛盾， 因此 b= a， 
即 可 以 选 6 二 4 = 二 d (P,Q)。 这 时 ，d (P,, Q) 二 0， 所 以 Q 重 
合 于 Po 于 是 存在 4E7M 使 得 ExpraAy 一 上 一 QQ。 引 理 
证 毕 。 | 

定理 5 (Hopf-Rinow 定理 ) 命 M 是 一 连通 歼 曼 流 形 ， 则 

(1) 任何 一 条 测 地 线段 可 以 无 限 延 促 ， 

(2 ) 对 于 度量 d (P, Q)，M 是 完备 度量 空间 ， 即 M 中 任 一 
Canchy 点 列 是 收敛 的 。 

证 明 ，(1 ) 字 (2)。 设 M 上 任 一 测 地 线段 1 a(t1)。 1 七 
(aa, 5， 可 以 无 限 延伸 使 得 伍 ( 一 ,十 品 )， 要 证 明 MM 是 完 各 
的 只 需 证 明 它 的 任 一 有 界 闭 集 是 紧 致 的 。 命 开 是 M 中 的 有 者 闭 
集 ， 设 

PEK, a=Supd (P,Q) 
Ce 天 


因为 民有 界 ， 所 以 有限 ， 根 据 引 理 6 ,对 于 YQEK， 存 在 一 条 
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从 P 至 Q@ 的 最 短 测 地 线 , 它 的 长 度 d (P,Q)<a， 因 此 KC 


的 财 实 球 ， 因 为 B。 紧 致 ,Expsp 是 C 映射 ,所 以 EExppBs 也 紧 致 ， 
天 是 紧 致 集 忆 xpv,B。 的 闭 子 集 ， 所 以 天 也 是 紧 致 的 ， 

(2 ) 沪 (1) 设 MM 上 每 一 Cauchy 点 列 是 妆 争 的 ,现在 要 指出 这 
条 件 本 以 推出 测 地 线 的 延伸 性 。 用 反 证 法 。 设 结论 不 对 ， 则 生 在 
一 测 地 线 a 《ft )，0 委 上 委 f， 它 不 能 入 充 到 加， 我 们 还 可 以 假 
定 ， 必 要 时 可 以 改变 参数 ， 使 i 为 弧 长 、， 命 tt。} 是 参数 值 的 化 增 
序列 使 得 Himt 一 加。 用 Ps 表示 点 0 (ts), 我 们 有 d (Pws PFs) = lt, 一 


tl。 因为 右边 是 从 Ps 到 PP 的 测 地 弧 长 ,可 是 Pw 是 Catichy 感 列 ， 
命 点 列 的 极限 点 为 Q@， Q =lim P= lim © (1»), 选 Q@ 的 邻 域 BB 并 


选 正 数 e 使 得 了 中 每 一 对 点 PP 和 PP 可 以 用 弧 长 之 2 的 唯一 测 地 
线 相连 结 。 当 然 这 条 测 地 线 是 最 短 的 , 或 者 等 价 地 说 , 它 的 弧 长 是 
d 《P,P')。 命 N 是 充分 大 的 正 整 数 使 得 %w，m 之 N 时 ，d CC。 
P,) < 之 并且 d (Pr ) 芝 6E，Ps Pr 人 EB， 设 nn 之 NN 已 固定 ，m 
> ， 则 我 们 有 
dpP,P+TdCPQ)= (一 雪 十 gdCP ,QQ)。 
其 中 如 一 包 是 从 Ps, 到 P, 的 测 地 弧 长 ， 因 为 声 一 ts 之 2， 所 以 这 
条 测 地 线 是 最 短 的 ， 命 mW->c0，d (PP -dd (Ps Q)。 根据 连 
续 性 d (P,Q@) 一 太一 如。 因此 ， 当 个 过 下 盖 六 时 
d(P,, P,) + dlP,, Q)=tn,—ts+tto—t, 
=—t—i,=ad(P,, Q) 
因此 ， 从 到 Ps 的 长 度 为 d (Ps, P。) 的 一 测 地 线段 加 上 从 P,， 到 
Q 的 长 度 为 d (CP。Q) 的 唯一 测 地 线段 得 到 长 度 等 于 dg (Ps, Q) 的 
曲线 ， 这 是 从 :到 QQ@ 的 嘻 一 测 地 线 ， 于 是 我 们 把 从 PP 出 发 的 测 地 
线 扩充 到 Q@， 妈 a (+t) 可 以 扩充 到 + = 二 ts， 矛盾 . 
从 测 地 线 的 存在 定理 知 ， 一 条 测 地 绕 段 a (1), 0 志 t&t,， 
可 以 从 端点 往外 扩充 。 册 此 在 一 个 完备 的 黎 旦 流 形 上 ， 任 一 测 地 
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线 可 以 无 限 扩充 。 即 对 于 Y PEM，Exp， 在 整个 > 上 有 定义， 
并 且 上 xpy 以 整个 切 从 了 AD) 为 它 的 定义 域 ， 即 万 = 了 (CUMD)， 定 
理 证 毕 。 

由 于 紧 度 量 空间 是 完备 的 ， 所 以 得 到 

推论 1 如 有 果 一 个 连通 黎 曼 流 形 M 是 紧 致 的 ， 则 对 于 任 一 对 
点 P，QEM， 可 以 用 长 度 为 4d (P,Q) 的 测 地 线段 连结 ， 

推论 2 命 ,， 了 ,， 及 ,一 以 ,分 别 是 完备 连通 黎 曼 流 形 的 保 
长 映射 并 且 对 于 某 一 PEM， 假 设 f,(P)=f,(《P) 并 且 在 7 ,M 
上 Fi 二 fa。， 则 下 ==， 

证 明 , 命 QEM，a(s)，0 人 ss 人 1 是 从 P=a(0) 到 Q 
一 4 《1 ) 的 测 地 线 ， 则 了 (als)) 是 从 F,(P) 到 fF,(Q) 的 测 地 
线 ，i = 二 1，2。 因 为 F,(P)=F,(P), fi, (0(0))=F,,(0(0)), 
及 以 这 两 测 地 线 重 合 。 因 此 

H(A)=F, (a1) = (a(1))=r,(0) |] 
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第 九 章 ”村 导数 和 Killing 回 量 场 


$9.1 单 参 局 部 变换 和 群 


设 M 是 # 维 C 流 形 . 
定义 1 M 上 的 单 参 变 换 群 19,} 是 光滑 映射 
p, RxXM—>M, (t, PP(1t, PP)=9,(P) 
满足 下 列 条 件 ， 
(1) 对 于 YiER，9, 是 M 中 的 变换 ， 
(2) 对 于 Vb ER, Pi° P= 9 


( ) =X,ET,M 
1 0 


了 == 《{ 广 s)} 构成 MH 上 的 光滑 癌 量 场 ， 称 为 单 参 变 换 群 19,} 的 请 
导向 量 场 。 

反 过 来 ， 给 定 M 上 一 光滑 癌 量 场 ， 相 应 的 单 参 变 换 群 不 一 定 
存在 。 不 过 ， 局 部 上 是 存在 的 . 

定义 2 设 以 是 朵 中 一 坐标 域 ，! .= (一 e,E)C R， 单 参 局 部 
荡 换 群 是 观 射 

pp TI.XU—~M, (1,P)r9,(P) 

满足 下 列 条 件 ， 

( 1) 对 于 YtEI.，9, 是 U 中 的 变换 

(2) 对 于 Vit， 8s， t+ sEIl., 9P° 9,=09,, 

定理 1 设 X 是 M 上 任意 给 定 的 光滑 器 量 场 ,对 于 VP,EM,， 
存在 Po 的 邻 域 U 和 正 数 使 得 在 .x U 上 存在 单 参 局 部 变换 群 
49y) ， 它 诱 守 久 。 

证 明 ， 命 U 是 围绕 P, 的 坐标 域 ， 局 部 坐标 是 (2 ， X )， 
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x!(PD) = 0， 青 命 X 一 了) Xi 一 7 考虑 常 微分 方程 组 
w(x a »。X") (1 = 1， Pr ,2) 


根据 常 微分 方程 组 的 解 的 存在 唯一 定理 知 ， 存 在 6,>0，& 记 0 
各 定义 在 《 x 上 的 解 


X'= f'(t, cs Cn) (i =l, ,13) 
满足 条 件 ，f'(0,c1,……, Cs) 二 ec 其 中 
lio=(~e,e), U,= (xEU, |x|<6,) 
你 P(X) = (f(t, x), sr » X" ), es f" (t,x, “rs )) 


如 果 t，s，t 十 SE1l，X，P(x)EU,， 辐 定 s， 命 g'(1i， 
x ) 二 f(t 十 8s,X)。 则 它 是 微分 方程 组 的 满足 初始 条 件 9 (0, xz) 
二 了 '(s, x) = 二 9,(%) 的 解 , 由 解 的 唯一 性 知 g'(t,x)==f°(t, (XX))。 
所 以 

P(X)=P,° P(X), 

命 P(t, Xx) 二 P(x)， 对 于 映 射 P，1,, XU 了 ,， 因 为 %(0， 
P,)=P6， 根 据 9 的 连续 性 ， 存 在 更 小 的 正 数 和 6， 使 得 | t | 
2 时 00)CU 其 中 = 人 (EU < 。 则 对 于 上 和 /不 生 
U， 我 们 有 

Po 0NKX 一 Je PAX) EP N= X 
所 以 t 人 EIT. 时 ，9, 具有 逆 射 ?.,， 因 此 2 是 局 部 同 构 喘 射 ， 即 是 
局 部 变换 ， 所 以 地 ,是 单 参 局 部 变换 群 


(sy (dP ,mL) 
t=0 at ， 


dt 、 9 
人 ) 
dt ,, 
一 (人 (PP ,PP"), so ,上 (大 ss。 ,PP ))= XX(P) 


所 以 在 工 x UU 上 上 ，19) 诱导 已 知 癌 量 场 人 六， 根据 常 第 分 方程 解 的 
唯一 性 ， 这 样 的 单 参 局 部 变换 群 18w 是 唯一 的 | 
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附 记 ， {9 诱导 向 量 场 姜 ， 又 可 以 说 成 ， 针 生成 人 90)。 
$9.2 李 导 数 


给 出 ” 维 C 流 形 轩 上 的 一 个 光滑 向 量 场 人 六， 它 生 成 单 参 局 部 
变换 群 48:} ， 上 映射 p，MM->M 诱 导 切 空间 和 它 的 对 侦 空 间 的 映射 
(Pa) as Lemp (Pe): 73 

因此 ， 也 诱导 张 量 空间 的 观 射 
Da (Tos > Ts) 
定义 3 设 向 量 场 X 生 成 {9,， 对 于 流 形 M 上 的 张 量 场 7， 
(LxT)o= (BBTo, em)]| 


f= 
=lim DT, wp)— Te) 
0 


称 为 了 对 于 和 的 李 导 数 。 志 x 称 为 对 于 元 的 李 微 分 。 
显然 LxT= 0 当 且 仅 当 7T= GT。o)，vYiER，PEM。 

命题 1 李 氏 微分 有 以 下 性 质 

(1) 了 是 M 上 的 (>，s ) 型 张 量 场 ， 则 Lx 了 也 是 ML 上 的 
(r, 58) 型 张 量 场 ; 

(2) Lx( SOT)=LxSOT + SOLxT, 

( 3 ) 上 x 保持 张 量 场 的 线性 关系 和 收缩 不 变 ， 

(4) 对 于 fEC (M), Lxf= Xf, 

证 明 《1) 了 是 M 上 的 (r,s ) 型 张 量 场 ， 则 @B,T 也 是 M 
上 的 《7，3 ) 型 张 量 场 。 


(2) CLx(S@T)= lim 十 [(0SG@oT) (SET) 
”0 


=lim F (PSTDT)— DSODT)H (PSOT) 


和 (SC6OT )e) 
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=lim (@,S)® lim7 (GT),—T 
et ft”0 


+ lim CC@S) 一 50@T， 
-= or 人 (了 x4 )p 十 (LxS )pOOT, 


(C3) Lx(aS+6T)r= lim [BaS +bT),— (aS+6T),) 
ft—0 


= 4 lim 一 [(0,S) 一 S 二 b lim (OT) Th) 
:>01 t>0 1 


= a (LxS)s+ b (CLT) 
此 外 
DAT 的 收缩 )= (@,T) 的 收缩 


(4) (Lxf)o= lim Ff PAP) FP) 


(Xf)e | 

命题 2 Lx(Y)=[X,y) 

三 表 ， 设 号 属于 坐标 域 U, 局 部 坐标 是 (X ， ，xY )， 取 
充分 小 的 1 使 得 9,(P)EU， 设 问 量 场 工 生成 局 部 变换 群 {9,)， 
在 U 内 : 

Ps XxX, X=X( x, 1 ) 


站 先 ， 因 为 8。 是 恒 同 上 映射 ， ,x'(x, 0) 二 xi'. 因此 


(2 


骨 梳 


X= Xi Y= 加 Yar 


) -PP). 


DYum)= 0.) Y’(x) - OX! 7) 


1 


-( > Y (x) #7 - 


i, J 


. [PYem))] ->> yi(x) (2 


此 外 


py (P 


有 
由 于 
Xi Ox “* ax? 2X4 
7 
Y | Ox! Ox OX” _9_ “OX! 一 0 
of \ 90x’ ) 9X“ ox’ of \ ox 
j ! 
命 1= 二 0 


于 是 得 到 
-党 沙 2( 和 1( 志 ) 

| 
一 2 (XS FY er 


fy J 


=[X， Y el 
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推论 (1) [ZL ( 2 )] = (YD 


x 


(2 ) 上 x 保持 收缩 ， 所 以 


Lx(61)=LxK dw, 2 Y=LLeaw), 2 > 
十 - dx 全 pe )> 


因此 
fe 
CLaldx), 高 > -Cd LA AX! 中 
NO*， ax Bx/ oxi 
k 
。 La(dx')= Vid 
7 
命题 8 设 
了 一 2 TH -0 BQOdx: dx 
i, J 
则 有 公式 
Xl ~ 
Li = >》) Bx 一 (7 一 i 了 jt, 
i, J 
OX* mii, Dos 
一 。，,。， 十 -了 8 二 Jaa® 


Or Dd Od 
证 明 ， 根 据 命 题 1，( 3) 
-之 全 (7 -0 8 Ddx1®.… 


Cdxr + 》 Th x( 2 2 aD 


1， J 


3 _ 9 
@ sr dx C0 Cd x" + TT 2 Ti Ty BT 
i ; 


C0 .060 OX(dx) DdxnD. Bd 


然后 应 用 命题 2 的 推论 (1) 和 《2)。| 
推论 


LT= > CT a Xt TH pK 
1t,1，k 
, 0 
fa 
ti 


-dx ‘00d xXx” 


OX!’ 


证 明 ， 直 接 计 算 可 得 。 


》9.3 Killing 问 量 场 


设 MM 是 1 维 微分 流 形 ，V 是 切 从 T (M ) 的 线性 联络 ， 也 称 为 
M 上 的 仿 射 联络 。 

定义 4 设 M 是 带 念 射 联络 的 微分 流 形 ， 对 是 M 上 的 一 癌 量 
场 ， 撕 称 为 M 上 的 无 穷 小 仿 射 变换 ， 如 果 它 生成 的 单 参 局 部 变换 
群 42 保持 联络 不 变 ， 即 

Pia(VrL)= Vnr (PnL) 

命题 4 向 量 场 人 是 无 穷 小 仿 射 变换 , 当 且 仅 当 上 x(YyZ) 一 
YLxrZ 一 YorZ VY, ZEC (MTM™M). 

证 明 ， 设 二 是 无 穷 小 仿 射 变换 ， 并 且 9 是 于 生成 的 单 参 局 
部 变换 群 ， 则 有 


9 (YYy2 ) = VearCP,n ZL) 


Lx(VyrZ) lim (in (TrZ) — Vy2) 
0 


™ lim = (Ver (Prin ) V2) 
> 0 
=lim 二 [Ver(eoeZD) 一 Yuer2 
+lim 二 [V， YL 一 YL ] 
+ 二 0 1 


] 
一 | 于 ez- 上 lim (re 了- 了) 4 


一 Vr(LxZ) 十 Vi 
Lx(Vy2)—~ VrLxl)= Vcr 2 
反之 ， 设 上 式 成 立 ， 固 定 一 点 *EM， 命 
V(t) TZ W(t) CT 2) 
aV (1 ~ [lim Ps VS) PV) 
dt h 


六 一 0 


2 
p>0h 


= DLVyre))o., 0) 


rt) PLV ex Lt Vy(Lx2))s., (%) 


;并且 V(0)=W(0), 


有 所以 (f=1(1 )， 证 毕 。| 

定义 5 黎 曼 流 形 (M，9 ) 上 的 向 量 场 著称 为 无 穷 小 保 长 
变换 或 Killing 向 量 场 ， 如 果 Lxg= 0， 

命 4x 二 上 x 一 Vx， 其 中 V 是 黎 曙 联络。 因为 Vxg= 0， 所 以 
是 Killing 问 量 场 ， 如 果 4x:9= 0， 

AxY 二 一 VyA 一 了 T(X,Y)， 其 中 7 了 是 找 率 张 量 场 ，T(X， 
Y )= 二 VxY 一 VyxX 一 [X,Y 了 j。 但 是 歼 曼 联络 V 是 无 找 率 的 , 所 以 
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:4 = 一 VvX， 用 局 部 坐标 来 表示 《44: 是 (1，1) 型 张 量 场 
(Ax)}=— A 


;i 0 
其 中 区 一 ZX OF 
命题 5 黎 曼 流 形 (M，9 ) 上 的 向 量 场 了 是 Killing 同 量 


场 ， 当 且 仅 当 4x 是 反对 称 的 ， 即 
g(AxY,Z2)+g(Y, Ax2)= 0, VY, ZEC(M,TM)., 


用 局 部 坐标 来 表示 ， 就 是 


Ki X= 0 
证 明 ， 
Axrtg(Y ,ZLZ)I=(Axg)(Y ,ZL)+o( AxY, 2Z) 
+gC¥Y.A.Z) 


A 二 上 x 一 Vx 有 映 每 一 葡 数 为 0。 所 以 4xg= 0 当 且 仅 当 9 (AxY,， 
Z)+9(Y, AxZ)= 0。| 
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第 十 章 ”第 曲 率 黎 有 曼 流 形 


$10.1 常 曲 率 歼 曼 流 形 


定义 6 黎 曼 流 形 (M，8 ) 称 为 党 曲率 的 ， 如 果 它 的 各 点 

处 所有 平面 截面 的 截面 曲率 等 于 相同 的 常数 KK ， 这 时 ， 局 部 地 有 
Rismt= — K (gr — 9ngix) 

所 以 Riyrism 一 0。 曲率 张 量 场 是 平行 的 ， 因 此 ， 这 歼 曼 流 形 是 局 
部 对 称 的 ， 

设 M 是 一 黎 曼 流 形 ，U 是 MM 的 一 然 标 域 ， 局 部 坐标 是 (x,， 
ee ，xX”)，{e， ……， er) 是 UU 上 的 局 部 标准 正 交 标 架 场 ，{@， 
es 0 是 对 偶 标 深 场 ， 则 M 上 有 纤 构 方程 


da' 一 一 0 人 Na 六 0of 十 0 一 0 
j 
do 二 》 of 人 oj 一 0 
k 


其 中 
Of 也 2 Rii@* A 
R, | 


如 果 MM 是 常 曲率 的 ， 注 意 现在 
gii=9(e;, ej))= 6 
Rak! 一作 一 一 六 《6ix6rr 一 Gn0jx) 
Qi= Ko' NA’ 
实例 ， 
(1 ) 1 维 欧 氏 空间 KR"，K = 0 
(2 ) R” 中 的 单位 球面 S$*，K 二 十 1 
(3) 双 曲 空间 娘 "， 命 MM 是 RR" 的 上 半 平 面 =1xXER"， x"> 
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0} 带 有 黎 学 度量 。 (注意 M 只 用 一 个 坐标 域 覆 谊 ) 


ds? =- ((dxD3 十 十 (dxn， 即 gr TE 


命 /=%" 《二 一 1,…… sg)| 这 是 M 上 的 标准 正 交 标 架 场 
对 偶 标 架 场 是 {@ ==(%") YY， 了 一 1， ，。 容 易 验 证 ， 


OD} = On — G001 


满足 结构 方程 
dw' 一 DA of 十 ai 一 0 
7 


Qi=doit+ oAvi=—w A 


3 10.2 完备 党 曲率 歼 曼 流 形 


引 理 (Cartan-~Ambrose) 命 M 利 六 是 同 维 数 、 完 备 、 连 通 
黎 曼 流 形 ， 各 带 平行 曲率 场 ， 此 外 更 设 放 是 单 连通 的 ， 如 果 PEE 
M 和 QQEN, 并 且 9%，1 pM ->IT oN 是 保持 内 积 和 则 率 的 线性 映射 ， 
邮 对 于 YXp，Yp，ZLp， 扩 pT7TpM， 我们 有 goC(AXp),P(Y 5)) = 
gr( 计 Pp, Yp) 并 且 

Ro(POAXp), POY?p), PL), PW »)) 
一 有 (Xp 了 py Lp Hs) 
则 存在 趴 一 C” 映射，M~>N， 它 有 以 下 性 质 ，(i) F(P)= 
Q，(ii) FTpM> 了 oN， 上 ,9。(iii) 下 是 黎 曼 覆盖 映射 
( 凤 是 一 覆盖 映射 使 得 Ff, 在 每 一 切 空 间 上 是 保 长 的 一 一 即 局 部 保 
长 的 ). 

证 朋 疯 ].A, Wolf, Space of Constanf Curvature 1972. 

把 上 引 理 用 到 常 曲 率 黎 曼 流 形 MW， 分 别 命 NA ， > ， 电 ， 
我 们 有 

定理 每 一 常 曲率 民 = 0 ， 十 1 或 一 1 的 完备 、 单 连通 黎 曼 流 
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形 轩 ， 可 保 长 地 映 成 上 述 三 例子 之 一 。 即 == 0 时 映 成 R",， KK = 
十 1 时 映 成 5", KK 二 一 1 时 映 成 玉 "。 给 出 TM 到 ToN(N=R"，5” 
或 万") 一 个 给 定 的 保持 内 积 的 线性 映射 2 ， 存 在 唯一 YY 到 NN 的 


保 长 映射 已 使 得 了。 一 9。 
推论 1 命 M 分 别 是 R"， 3” 入 "，P，Q 是 M 上 任 两 点 ， 
{ep 洲 向 执 络 抽 多 6EoP 和 《elio， en0} 分 别 是 已 和 名 上 的 标准 正 交 


标 架 ， 则 存在 唯一 M 的 保 长 映射 屎 ， 巨 (已 ) 一 Q 并 且 正 。(erp)= 
Bip 1 ml ee ， 攻 。 

推论 2 命 M 是 常 曲率 到 = 0，++1 和 一 1 的 完备 黎 曲 流 形 ， 
则 它 的 泛 覆 盖 流 形 矢 可 保 长 地 分 别 映射 成 R?，S”" 和 HH”"”，M = 
般 / 太 ， 其 中 太 是 自由 地 作用 于 魏 的 离散 保 长 群 。 

证 明 ， 守 单 连 通 ， 下 是 覆盖 映射 ，..M 一季 /六 ， 其 中 三 是 
MM 的 基本 群 ， 由 于 下 是 保 长 的 ， 所 以 厂 是 保 长 群 。 

(1) 正 曲率 空间 

要 寻找 正常 曲率 K = 十 1 的 黎 曼 流 形 ， 只 须 寻 找 单位 球面 5” 
的 保 长 群 O(n 十 1) 的 离散 子 群生 ， 刀 是 自由 地 作用 于 S"， 这 意 
味 着 厂 中 除了 异同 映射 了 之 外 没有 一 个 元 素 保持 S” 的 一 点 不 动 。 
因此 ， 如 果 A4ET，A 志 IT， 则 .A 只 能 以 十 1 为 特征 值 , 此外， 站 
应 是 有 限 阶 的 ， 不 然 的 话 ， 应 窑 在 某 个 EES”" 使 得 = {Ax 4 
所 六 有 一 极限 点 这 将 与 太 的 离散 性 矛盾 ， 因 此 ， 我 们 应 该 寻找 
O(n 二 1) 的 有 限 子 群 厂 ， 其 中 除了 了 以外, 没有 一 元 素 保 持 向 量 
多 不 动 ， 

O(n 十 1) 中 上 面 描述 的 那 一 类 型 的 子 群 的 最 简单 例子 是 厂 = 
{ 土 1}) 这 时 S*/ 太 的 元 素 是 S” 的 一 对 对 径 点 ， 它 就 是 射影 空间 
P*( 玉 ), 因此 对 于 每 一 ” ,至 少 有 两 个 不 等 价 的 正常 曲率 空间 一 一 
实 射影 空间 与 它 的 泛 ( 黎 曙 ) 覆盖 空间 S"。 

命题 1 ”如 果 +# 为 偶数 ， 则 S” 和 PR) 是 仅 有 的 完备 常 曲 
率 K 二 十 1 的 流 形 . 

证 明 ， 设 4EITCO (n+1), 因为 4 的 特征 多 项 式 是 奇 次 的 ， 
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因此 4 揭 特 征 值 中 有 一 个 是 实数 ， 但 是 正 交 气 阵 的 特征 值 的 绝对 
值 为 1 ， 上 所 以 4 有 特征 值 为 +1， 但 是 柱 自 由 地 作用 于 5"”， 只 有 
了 使 3 "的 每 一 点 不 动 ， 因 此 仅 当 4 一 了 时 才 有 特征 值 +1， 其 人 
4 的 特征 值 为 一 1, 这 说 明 A4 的 特征 值 为 十 1l, 全 一 4 王 土 -， 
所 以 太一 1) 或 1 十 了， 则 M= 和 2R)。|| 

但 是 ”为 奇数 时 ， 则 可 能 出 现 其 他 情形 。 

实例 S* 上 的 三 是 O(4 ) 的 有 限 子 群 ， 人 三 自由 地 作用 于 >， 
相应 的 常 曲率 流 形 是 /7 三。 

考虑 四 元 素 代数 开 ， 

9 一 % 十 好 十 zj 十 WAR， 
9 一 X 一 多 一 2 一 WR 
iell= (ga)! ，KK 有 RR，|ql| 给 出 R' 中 的 标准 范 数 ， 再 命 
K,={19EK,:, gl= 1}~0° 
左 平移 上 L 天 一 瓜 ，L 人 T) 一 9 -久保 持 范 数 不 变 ， 即 
中 志和 二 | 

所 以 上 ,是 R* 中 的 正 交 变换 ， 它 诱导 3》 上 的 保 长 映射 ， 定 义 严 
一 SO(3) 如 下 ， 命 太 王 19 一 X 十 1 二 27 十 WARE 扩 YX 一 0)， 
4 生 民 ,， 定 义 r(9 ESO(C3) 为 gg8/ 

注意 当 &ERR 时 gg 十 5 一 0，9/g3 +g qd 93 十 9 49 
=qg’ (9 十 9)0 一 0， 所 以 9 qq’ EK、 

此 外 易 知 ，lla“ qq =|laqll, 所 以 x(q’ ) 是 保 长 的 ，…T49 ) 筷 
SO(3) 

容易 证 明 ，Z 的 核 是 +1， 即 如 果 gq’ga = 8&8，Y gEFA， 则 
gq’ 一 土 1 对 于 SO( 3 ) 中 任 一 有 限 子 群 站 ， 对 应 K ;中 的 有 孔子 群 
站 使 得 三 =x(T',)， 于 是 我 们 得 到 完备 和 常 曲 率 黎 曼 流 形 M= 
K /Ti 

注意 ，SO( 3 ) 的 有 限 子 群起 任何 正 多 面体 的 对 称 群 ， 青 去 
控 行 列 式 二 一 1 的 那 部 分 。 

(2 ) 冷 曲 率 空间 


460 


= 0 时 ，M =R"/ 夏 ， 其 中 栈 是 保 长 (运动 ) 群 的 有 限 子 
群 ， 玉 "的 保 长 映射 是 YF 4x 十 bb 其 中 4EEO(n)，b =(6,…， 
b")， 以 1 = 2 为 例 ，K*/ 厂 的 例子 是 ， 

柱 面 ， 刀 = (xx 二 He el 一 (1，0)，1EZ)。 其 中 了 Z 表 
示 整 数 集 ， 

环 面 ， 刀 = {XP Xx 十 nel 十 mes1 el 一 (人 1，0) es 一 (人 0，1) 9， 
n CZ}. 

附 记 ，Hilbert 的 著名 问题 中 ,， 有 一 个 是 ， 求 KR" 的 运动 群 的 
轿 有 离散 子 群 六 间 构 类 的 个 数 使 得 M=A 7/ 广 是 存在 的 ，Bie- 
berbach 在 1911 年 证 户 ， 信 的 辣 构 类 的 个 数 是 紧 致 的 , 并且 及 有 
的 M=R"/T 都 以 柱 面 人 为 履 盖 空间 ， 

(3) 负 常 曲率 空间 K = 一 1 

考虑 上 半 复 平面 Hi={z =xt+iyEC: Imz=》>0), 化 
的 黎 曼 度量 古 


dz.dz 1 
2 -一 明 名 
ds (Im z 六 (dx 十 dy )。 
考虑 分 式 线性 切换 
za 由 一 oz 二 0， ad 一 5cs0 


cz 十 d 
命题 2 ”分 式 线性 变换 群 G (其 中 a，,8,c，d 包 RR) 正好 


C 


a b 
是 瑟 : 的 保 长 变换 群 ， 映 射 P;， SL(2, R)YG， | j= 


az 十 了 人 
cz+d 是 在 上 辣 态 ， 核 证 土 1 万 


之 


mz 
证 其， Imw = lcz 十 dj > 0 


dy= dz _ 
WT +d 


dwdw _ dz'dz 


mW) Cm2 
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命题 前 半 部 分 证 明了 。 命题 的 后 半 部 分 是 显然 的 。|| 
设 一 是 @ 的 离散 子 群 ， 考 虑 瓦 2/ 太 ， 例 如 ， 刀 一 (4zF= 2 十 
mw 十,)， 则 C/ 荆 是 环 面 T*。 太 */ 厂 也 是 类 似 的 紧 致 流 形 。 
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